Wyznaczniki

Mirostaw Sobolewski

Wydziat Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW

6. Wykiad z algebry liniowej
Warszawa, listopad 2018

Mirostaw Sobolewski (UW) Warszawa, listopad 2018 1/14



Terminologia

Macierze A € Mpn(R) nazywamy kwadratowymi.

Oznaczenie: Niech A € My, n(R). Wéwczas A; oznacza macierz
powstatg z A przez usuniecie i-tego wiersza i j-tej kolumny. Zatem
Aj € Min—1yx(n—1)(R).

Przyktad
Niech

w N
[E—'

1 2 3 1
A= 0 7 4 | wbwczas Axz = [ 5
5 3 1
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Definicja

Wyznacznikiem nazywamy funkcje przyporzadkowujgcg kazdej
macierzy kwadratowej A o wyrazach z R pewng liczbe rzeczywistg
oznaczang det A i spetniajgca:

(i) Jesli A= [a] todetA = a

(ii) Jesli

a4 ... ain

n
A=| : .t | gdzien>1,todetA="> (~1)"aydetAy;

an1 “e . ann j:1

Mirostaw Sobolewski (UW) Warszawa, listopad 2018

3/14



Przyktad

n=2,
aln a2 | _ 1+1 142 _
det =(—1)""aj1axn + (—1) "“ai2a21 = a11822 — @12821
ar1 as
np.
1 2
det[4 3 ] =3-8=-5
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Przyktad
podobnie dla n = 3

ayr a2 a3 a a
det doq{ do2 Ado3 = (—1)1+1a11 det |: 822 823 :| =
32 433
az1 dzz dass

142 dp1  do3 143 dp1 do2 | _
(=1)" " ajo det |: 251 ass :| + (—1)' a3 det |: 251 asm :| =
811822833 — a11823832 — A12821833 + 812823831 + 813821832 — 813822831 -
Np.:
1 0 2
det{ 3 1 0| =5+24=29
0 4 5

(Schemat Sarrusa na tablicy)
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Wtasnosci wyznacznikéw

Twierdzenie (1)

Niech A, B, C € Mpxn(R).

(a) Niech k < n,k > 1. Jesli macierze A, B, C maja wszystkie wiersze
(kolumny), za wyjatkiem wiersza (kolumny) z numerem k réwne,
natomiast wiersz (kolumna) z numerem k macierzy C jest sumg

odpowiednich wierszy (kolumn) z numerem k macierzy A i B to
det C = det A+ det B.

Mirostaw Sobolewski (UW) Warszawa, listopad 2018 6/14



Wtasnosci wyznacznikéw
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Wtasnosci wyznacznikéw

Twierdzenie (1)

Niech A, B, C € Mpxn(R).

(a) Niech k < n,k > 1. Jesli macierze A, B, C majg wszystkie wiersze
(kolumny), za wyjatkiem wiersza (kolumny) z numerem k réwne,
natomiast wiersz (kolumna) z numerem k macierzy C jest sumg
odpowiednich wierszy (kolumn) z numerem k macierzy A i B to

det C = det A+ detB.

(b) Jesli B powstata z A poprzez zamiane dwdch wierszy (kolumn) to
det B = —det A.

(c) Jesli B powstata z A poprzez pomnozenie jednego z wierszy
(jednej z kolumn) A przez liczbe ¢ to det B = cdet A
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Przyktad
(a):

Mirostaw Sobolewski (UW)

Warszawa, listopad 2018

7/14



Przyktad

(a):
1 2 4 1 2 4
det| 3 1 5| =det| (1+2) (1+0) (4+1) | =
2 0 4 2 0 4
1 2 4 1 2 4
det{ 1 1 4 | +det|{ 2 0 1
2 0 4 2 0 4
(b)
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Przyktad

(a):

2 4
2) (1+0) (4+1)] -
0 4

1
1+

2
] +det!

det [

< 0 <
ANl — O

— M AN

det {

< - <
AN O O

— N AN

< < <
AN — O

~ — QN

det {
det {
det {

Mirostaw Sobolewski (UW)

0 < <
~— AN O

[p 2 i o]

—det [
2det {

< 0 <
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— M A

< 0O
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Definicja

Niech A = [aj] =€ Mmnxn(R). Macierz B = [bj] € Mnyxm(R), spetniajgcag
dla kazdej pary indeksow i, j rownosc b = a; nazywamy macierzg
transponowana do A i oznaczamy przez A"
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Definicja

Niech A = [aj] =€ Mmnxn(R). Macierz B = [bj] € Mnyxm(R), spetniajgcag
dla kazdej pary indeksow i, j rownosc b = a; nazywamy macierzg
transponowana do A i oznaczamy przez A"

Przyktad
Niech

|

1 3
:13 ? 2] wtedy AT = | 0 1
2 6
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Definicja

Niech A = [aj] =€ Mmnxn(R). Macierz B = [bj] € Mnyxm(R), spetniajgcag
dla kazdej pary indeksow i, j rownosc b = a; nazywamy macierzg
transponowana do A i oznaczamy przez A"

Przyktad
Niech -
A:[; (1) g]wtedyAT: 0 1
2 6
Twierdzenie

Dla kazdej macierzy A € Mnxn(R) zachodzi det AT =detA
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Definicja

Niech A = [aj] =€ Mmnxn(R). Macierz B = [bj] € Mnyxm(R), spetniajgcag
dla kazdej pary indeksow i, j rownosc b = a; nazywamy macierzg
transponowana do A i oznaczamy przez A"

Przyktad
Niech -
A:[; (1) g]wtedyAT: 0 1
2 6
Twierdzenie

Dla kazdej macierzy A € Mnxn(R) zachodzi det AT =detA

Przyktad

-
1 2 1 3 1 2
det[3 4] _det[2 4]_det[3 4}
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kolumny)

Twierdzenie (Rozwinigcie Laplace’a wzgledem wiersza lub
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Twierdzenie (Rozwinigcie Laplace’a wzgledem wiersza lub
kolumny)

Dla kazdej macierzy A € Mpxn(R) mamy :Jesli

ai1 ... Qin
A= A gdzien>1, to
an1 ann

detA =37 (—1)"a;detAj = Y1 (—1)"a;detA;, dlal <i<n.

v
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Twierdzenie (Rozwinigcie Laplace’a wzgledem wiersza lub
kolumny)

Dla kazdej macierzy A € Mpxn(R) mamy :Jesli

ai1 ... Qin
A= A gazien > 1, to
an1 ann

detA=>"",(—1)Ha;detAj = Y7 (—1)"a;detA;, dlal <i<n.

]

g (1142 TS50 e 10— _
3. (=1) 2det[35 —6-(—10) = —60

v

Przyktad

det

NN DN
o1 © o010
O woo

0
= (—1)®**3det | 1
3

NN

; :
. 2
3

J
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Twierdzenie (Cauchy’ego 0 mnozeniu wyznacznikéw)
Dla dowolnych macierzy A, B € Mpxn(R) mamy det(AB) = det A - det BJ
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Twierdzenie (Cauchy’ego 0 mnozeniu wyznacznikéw)
Dla dowolnych macierzy A, B € Mp,.n(R) mamy det(AB) = det A - det BJ

Whioski
1. Jesli macierz A ma wiersz (lub kolumne) zerowy to det A = 0.
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Twierdzenie (Cauchy’ego 0 mnozeniu wyznacznikéw)
Dla dowolnych macierzy A, B € Mp,.n(R) mamy det(AB) = det A - det BJ

Whnioski

1. Jesli macierz A ma wiersz (lub kolumne) zerowy to det A = 0.

2. Jesli w macierzy A dwa wiersze (dwie kolumny) sg identyczne to
detA=0
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Twierdzenie (Cauchy’ego o mnozeniu wyznacznikdw)
Dla dowolnych macierzy A, B € Mp,.n(R) mamy det(AB) = det A - det BJ

Whioski

1. Jesli macierz A ma wiersz (lub kolumne) zerowy to det A = 0.

2. Jesli w macierzy A dwa wiersze (dwie kolumny) sg identyczne to
detA=0

3.

a) Operacje elementarne typu 1 (dodanie do wiersza innego wiersza
pomnozonego przez liczbe, analogicznie dla kolumn) nie zmieniajg
wyznacznika macierzy.
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Twierdzenie (Cauchy’ego o mnozeniu wyznacznikdw)
Dla dowolnych macierzy A, B € Mp,.n(R) mamy det(AB) = det A - det BJ

Whioski

1. Jesli macierz A ma wiersz (lub kolumne) zerowy to det A = 0.

2. Jesli w macierzy A dwa wiersze (dwie kolumny) sg identyczne to
detA=0

3.

a) Operacje elementarne typu 1 (dodanie do wiersza innego wiersza
pomnozonego przez liczbe, analogicznie dla kolumn) nie zmieniajg
wyznacznika macierzy.

b) Operacje elementarne typu 2 (zamiana dwu wierszy badz kolumn)
zmieniajg wyznacznik na przeciwny.

c) Operacje elementarne typu 3, tzn. pomnozenie wiersza badz
kolumny przez liczbe ¢ skutkujg pomnozeniem wyznacznika przez c.
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Jak oblicza¢ wyznaczniki?

Definicja

Macierz A = [a;] € Mnxn(R) nazywamy macierzg trojkgtng (doktadniej:
gérnie tréjkagtng), jesli a; = 0 dla kazdej pary indekséw i, j, takich, ze
i>j@,je{l,...,n})
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Jak oblicza¢ wyznaczniki?

Definicja

Macierz A = [aj] € Mnxn(R) nazywamy macierzg trojkging (doktadniej:
gérnie tréjkagtng), jesli a; = 0 dla kazdej pary indekséw i, j, takich, ze
i>j@,je{l,...,n})

Przyktad
Macierz

OO OoO M
oo MNDW
o O o

N B W=

jest (goérnie) tréjkatna.

Uwaga: macierz kwadratowa w postaci schodkowej jest tréjkatna.
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Twierdzenie

(i) Jesli A = [aj] € Mnxn(R) jest tréjkgtna to det A = ayqaos . . . ann.

(i) Jesli macierz kwadratowa B powstata z macierzy kwadratowej A
przez zastosowanie operacji elementarnych 1 i 2 typu (wierszowych
badz kolumnowych) to det A = (—1)°det B, gdzie s oznacza liczbe
przeprowadzonych operacji 2 typu (tzn. zamiany wierszy badz ko/umn))
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Twierdzenie

(i) Jesli A = [aj] € Mpxn(R) jest trojkgtna to det A = ay1azz . . . ann.

(i) Jesli macierz kwadratowa B powstata z macierzy kwadratowej A
przez zastosowanie operacji elementarnych 1 i 2 typu (wierszowych
badz kolumnowych) to det A = (—1)%det B, gdzie s oznacza liczbe
przeprowadzonych operacji 2 typu (tzn. zamiany wierszy bgdz kolumn)

Metoda obliczania wyznacznika. Sprowadzamy macierz operacjami
1 i 2 rodzaju do postaci tréjkatnej po czym korzystamy z powyzszego
twierdzenia. (Przyktady na tablicy)

Whiosek
Uktad wektorow wy, . .., w, € R” jest liniowo zalezny < macierz
A € Mpxn(R), ktorej wierszami sg wektory wy, . .., w, spetniadetA =0
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Twierdzenie

Niech macierz M ma postac blokowg [ '3 g ] , gdzie A i C oznaczajg

podmacierze kwadratowe M, zas 0 prostokatny blok ztoZzony z samych
0. Wtedy detM =detA-detC
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Twierdzenie

Niech macierz M ma postac blokowag [ '3 g } , gdzie A i C oznaczajg

podmacierze kwadratowe M, zas 0 prostokatny blok ztoZzony z samych
0. Wtedy detM =detA-detC

Przyktad
2 31 25 73
501 11 97
NiechM= | 3 4 0 17 13 |. Macierz M ma strukture blokowg
000 2 O
000 1 3
2 3 1
jak w powyzszym twierdzeniu. Mamy 3 x 3 blok A = {5 0o 1 ] oraz
340
2 x 2 blok C = {? g ].Zatem

detM =detA-detC=(5-4-1+3-1-3-4-1.2)-(2-3) =126
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Uwaga.
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Uwaga.

Na ptaszczyznie wyznacznik ma nastepujaca interpretacje
geometryczng: pole rownolegtoboku rozpietego na wektorach
(a, b), (c, d) jest rowne wartosci bezwzglednej

det[ab].

c d
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Uwaga.

Na ptaszczyznie wyznacznik ma nastepujaca interpretacje
geometryczng: pole rownolegtoboku rozpietego na wektorach
(a, b), (c, d) jest rowne wartosci bezwzglednej
a b
det { c d ] :

Podobnie objetos¢ rownolegtoscianu rozpietego na wektorach
(a,b,c),(d,e,f),(g,h,i) c R®jest rbwna | det A|, gdzie

a b c
A=|d e f

g h i
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