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Metoda sympleks

Twoérca— George Dantzig, USA 1947 rok
Cel: rozwigzywanie zadania programowania liniowego
okreslonego w postaci standardowej

f(X1,...,Xn) = C1Xy + - -+ + CnXn — min (f — funkcja celu)
przy warunkach
apXy +---+aipXn = b
U: aX12077XnZOsgdZ|eb/ZO
amXmt + -+ @mnXn = bm
dlai=1,...,m. W skrécie :
ayy -+ Aip
Min{c" - x : Ax = b,x > 0}, gdzie A= Co,
amt -+ @mn
by Xq Cq
b=1| : |, x=1| 1 |,c=| : |.Zakladamy, ze r(A) = m.
bn7 Xh Cn
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Schemat przeszukiwania: Zaczynajac od pewnego rozwigzania
bazowego dopuszczalnego, przechodzimy kolejno do innych
rozwigzan rozwigzan bazowych dopuszczalnych, w kazdym kroku
zastepujac jeden element zbioru bazowego innym, dopoki da sie
pomniejszac warto$¢ funkcji celu f.

Interpretacja geometryczna: Rozwigzania bazowe dopuszczalne =
wierzchotki zbioru dopuszczalnego X.

Wymiana jednego elementu w zbiorze bazowym = przejscie do
sgsiedniego ( tzn. potaczonego krawedzig) wierzchotka X. Wedréwke
po wierzchotkach konczymy w wierzchotku “najnizszym” w sensie
funkgciji celu f.
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Przyktad (Szczegoty metody sympleks )

Szukamy najwigkszej wartosci funkciji
9(x1, X2, X3, X4, X5) = 16x1 + 10x2 + X3, przy ograniczeniach :
Xy + X3 =2

Xo+ X4 = 3
X1+ X2+ x5 =4
x1>0,...,x5 >0

Sprowadzamy problem do postaci standardowej zastepujac

maksymalizacje funkcji g minimalizacjg funkciji

f(X1, X2, X3, X4, X5) = —16x1 — 10x2 — x3. Inaczej mozna to zadanie

zapisaC w postaci f(xq, X2, X3, X4, X5) = —16x1 — 10x2 — X3 — min przy
X1

10100 Xo
Ax=b,x>0,gdzieA=|0 1 0 1 0 |,x=|x3 |,b=
11 0 0 1
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Przyktad (cd)

Utworzymy nastepujaca tablice, sktadajaca z macierzy bazowego
uktadu réwnan zadania programowania liniowego, rozszerzonej o
wiersz nazwany wierszem funkcji celu reprezentujacy réwnanie

z = f(x1, X2, X3, X4, X5) < Z — f(Xq, X2, X3, X4, X5) = 0 gdzie z jest pewng

dodatkowa zmienng i pewne pomocnicze kolumny tzw . kolumne
ilorazéw, ktéra pozwoli nam podja¢ decyzje usuniecia zmiennej z

uktadu bazowego i kolumne reprezentujacg wybér zmiennych uktadu

bazowego. Oczywiscie najprosciej wybrac jako zmienne bazowe
X3, X4, Xs5. Poczatkowym wektorem bazowym dopuszczalnym jest

(X1 , X2, X3, X4, X5) = (07 07 27 37 4)

Zmiennabazowa | Z | x; | Xo | X3 | X4 | X5 | b | lloraz
X3 oO|1|0|1]0]|0]|2 *
Xy o(o|1]0|1]|]0/|3 *
X5 0| 1 110|014 *
wiersz f 1116 {10 1 | 0O | O | 0O | nic
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Przyktad (cd)

Poprawimy tablice do tzw. postaci sympleksowej, w ktorej w
kolumnach zmiennych bazowych stojg wektory jednostkowe. W tym
celu odejmiemy od wy wiersz pierwszy. Teraz, w kolumnie statych b w
w; stoi warto$¢ f w punkcie bazowym (xq, X2, X3, X4, X5) = (0,0, 2, 3, 4),
czyli —2

Zmiennabazowa | Z | Xy | Xo | X3 | X4 | X5 | b | lloraz
X3 0| 1 0|1 ,0]0]|2 *
X4 o,o0|1|0|1]0]S3 *
X5 0| 1 110014 *
wiersz f 1115{10| 0 [ 0O | O | -2 | nic
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Przyktad

W wierszu f (funkcji celu) wystepuja rubrykach zmiennych xq, xo
wyrazy dodatnie. Oznacza to, ze mozna poprawi¢ (zmniejszy¢) funkcje
celu przechodzac do nowego wektora bazowego dopuszczalnego.
Jako nowg zmienng bazowg wybieramy xy, kierujac sie tym, ze w jej
rubryce w wierszu f stoi najwieksza liczba.

v
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Przyktad

W wierszu f (funkcji celu) wystepuja rubrykach zmiennych xq, xo
wyrazy dodatnie. Oznacza to, ze mozna poprawi¢ (zmniejszy¢) funkcje
celu przechodzac do nowego wektora bazowego dopuszczalnego.
Jako nowg zmienng bazowg wybieramy xy, kierujac sie tym, ze w jej
rubryce w wierszu f stoi najwigksza liczba.

Musimy rowniez wybrac¢ sposréd zmiennych xs, X4, X5, te, ktéra opusci
zbiér zmiennych bazowych. W tym celu obliczamy ilorazy wyrazéw
statych z kolumny b przez odpowiadajgce im elementy w kolumnie
nowej zmiennej bazowej x; — o ile elementy te sg dodatnie
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Przyktad

W wierszu f (funkcji celu) wystepuja rubrykach zmiennych xq, xo
wyrazy dodatnie. Oznacza to, ze mozna poprawi¢ (zmniejszy¢) funkcje
celu przechodzac do nowego wektora bazowego dopuszczalnego.
Jako nowg zmienng bazowg wybieramy xy, kierujac sie tym, ze w jej
rubryce w wierszu f stoi najwigksza liczba.

Musimy rowniez wybrac¢ sposréd zmiennych xs, X4, X5, te, ktéra opusci
zbiér zmiennych bazowych. W tym celu obliczamy ilorazy wyrazéw
statych z kolumny b przez odpowiadajgce im elementy w kolumnie
nowej zmiennej bazowej x; — o ile elementy te sg dodatnie

(jesliby takich elementéw nie byto, oznaczatoby to, ze f nie jest
ograniczona z dotu na X) Nastepnie bedziemy dodawac do innych
wierszy wielokrotnosci wiersza, w ktérym stoi 1 kolumny opuszczajace;j
zbiér bazowy, tak, by w kolumnie nowej zmiennej bazowej stat tylko
jeden element £ 0. Jesli element ten jest # 1 nalezy podzieli¢ wiersz
przez ten element.
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Przyktad

Zmiennabazowa | Z | X1 | Xo | X3 | X4 | X5 | b | lloraz
X3 0| 1 O|1]|]0]0]|2]|21=2

X4 0o/0|1]0|1|0]|3]| nd
X5 0| 1 10| 0|1]|4]|41=4

wiersz f 1/15(10] 0| O | O | -2 | nic
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Przyktad

Zmiennabazowa | Z | X1 | Xo | X3 | X4 | X5 | b | lloraz
X3 0| 1 O|1]|]0]0]|2]|21=2

X4 olo|1|0|1]|]0]|3]| nd
X5 0| 1 1100 |14 ]41=4

wiersz f 1/15(10] 0| O | O | -2 | nic

Najmniejszy z ilorazow = 2, w jego wierszu (wy) jest 1 kolumny
zmiennej bazowej x3— opuszcza ona zmienne bazowe.
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Przyktad

Zmiennabazowa | Z | X1 | Xo | X3 | X4 | X5 | b | lloraz
X3 0| 1 01,00 2]|21=2

X4 o(0|1|0|1|0|3]| nd
X5 0| 1 1100 |14 ]41=4

wiersz f 1/15(10] 0| O | O | -2 | nic

Najmniejszy z ilorazow = 2, w jego wierszu (wy) jest 1 kolumny

zmiennej bazowej x3— opuszcza ona zmienne bazowe.Operacjami :

ws — wy, wr — 15wy budujemy nowa tabele — wzgledem X1, X4, Xs.

Zmiennabazowa | Z | x; | Xo | X3 | X4 | x5 | b | lloraz
X1 0|11]0 1 00| 2 *
Xy 0|0 | 1 110 3 *
X5 0|0 | 1 -1 0|1 2 *
wiersz f 110 (10(-15| 0 | O | -32 | nic
Warszawa, 2018
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Nowa tabela sympleksowa

Przyktad

Nowym punktem bazowym dopuszczalnym jest

(X1, X2, X3, X4, X5) = (2,0,0,3,2), wartoS¢ f odczytujemy w wy, rubryce
b: mamy z = —32. Znéw w wierszu funkcji celu zauwazamy element
dodatni — 10 w rubryce x». Zatem mozna poprawi¢ wartos¢ f. Nowg

zmienna bazowg jest xo, zmienng opuszczajgcg zmienne bazowe

wyznacza test ilorazow:

Zmiennabazowa | Z | Xy | Xo | X3 | X4 | X5 | b | lloraz
X4 0|10 1 0| 0| 2 nd

X4 0|0 | 1 10| 3 |31=3

X5 0| 0| 1 -1 0|1 2 | 2/1=2
wiersz f 1,0 |10|-15] 0| O |-32| nic

Jest nig x5 Przy pomocy operacji wo — ws,w; — 10ws tworzymy

nastepna tabele sympleks:
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Trzecia tabela sympleksowa

Przyktad
Zmiennabazowa | Z | Xy | Xo | X3 | X4 | X5 b | lloraz
X o101 ]0] O 2 *
Xa O|o0|O0 |1 |1]-1 1 *
Xo ojo0|1(|-1]0 1 2 *
wiersz f 110|0|-5]0]-10]|-52 | nic
Tym razem w wierszu f w rubrykach zmiennych xi, ..., Xs nie ma

dodatnich elementéw — tzn. jesteSmy w minimum=-52. Znaleziony
wektor bazowy dopuszczalny to (x1, X2, X3, X4, X5) = (2,2,0,1,0).
Zatem rozwigzanie pierwotnego problemu to max(g) = 52.
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Znajdowanie poczatkowego wektora bazowego
dopuszczalnego

Mamy zbiér X opisany standardowo przez

Ax = b, x = [x1,...,Xy]T >0, gdzie A€ Mpnyxn, b € Mpy1,b > 0. Jak
stwierdzi¢, ze X jest niepusty, i jesli tak jest jak znalez¢ wektor bazowy
dopuszczalny?

Stosuje sie tzw. metode sztucznej bazy, wprowadzajgc dodatkowe
zmienne, y1, ..., Ym, macierz wspotczynnikéw A przedtuzajac o
macierz jednostkowg /,,. Tzn. macierz uktadu dla n+ m zmiennych ma
teraz postac [A|Im|b] € My (n+m+1)(R), Z macierzg wspotczynnikow
A = [Alln] € My (nsm) Oraz X' = [X,.... Xn, Y1, - Ym] ]
rozwigzujemy problem yy + - - - + y, — min przy warunkach

Ax' =b,x" >0.

Ten problem ma zawsze rozwigzanie.

Jesli osiggamy min = 0 to X # (), w przeciwnym wypadku, tzn.

min > 0 mamy X = (.
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Przyktad

Zbiér X c R* opisany jest przez:

8Xi +38xo —5x3+ x4 =4

33Xy + Xo — 2x3 — X4 = 1

X1, X0, X3, X4 > 0

Wprowadzamy sztuczne zmienne yy, ¥» i funkcje celu
f(X1,...,Xa,¥1,Y2) = Y1 + Yo — min przy warunkach
8X1+3x —5x3+ x4+ y1 =4

3X1 +Xo —2X3 — Xq4 + Yo =1

Z—f(X1,.. ., X, Y1, Y2) =Z—y1 = Y2 =0

X1, X2 0,)1,02 >0
Zmiennabazowa | Z | X1 | Xo | X3 | X4 | 1 | Yo | b | lloraz
)2 0/ 8|3 |-5[{1|1|0)|4 *
Yo 0|3 (1 |-2|-1]0]| 1|1 *
wiersz f 1/0[{0|0]0]|-1|-1]0]| nic

Po operacji wy + wy + wy otrzymujemy tablice sympleks
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Przyktad (tablica sympleks)

Zmiennabazowa | Z | X1 | Xo | X3 | X4 | Y1 | Yo | b | lloraz
Y1 0| 8|3 |-5|1|1]0]|4]| 4/3
Yo o 3|1 |-2|-1]0/|1]A1 11
wiersz f 111114 -7 00| 0|5 nic

Jako nowa zmienng bazowg wybieramy x», usuwamy y». Po

operacjach wy — 3ws, wy — 4w, mamy nowg tablice sympleks

Zmiennabazowa | Z | X1 | Xo | X3 | X4 | V1 | Yo | b | lloraz
Y1 o(-1t,0 |1 |4]1|-3]1 11
Xo 0[{3|1]2|-1]0|1]1| nd
wiersz f 1/-1]0 14|04 1 nic

Wprowadzamy x3 usuwamy y;

otrzymujemy:

. Po operacjach ws + 2wy, wy — wy
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Przyktad (ostateczna tabela sympleks)

Zmiennabazowa | Z | xq | Xo | X3 | X4 | Y1 | Yo | b | lloraz
X3 O/-1{0|1]4|1|-3]|1 *
Xo oO|1|1]0]|7 513 *
wiersz f 110|0|0|0|-1]-1]0]| nic

OtrzymaliSmy minf = 0, zatem mamy niepusty X i nalezy do niego
dopuszczalny punkt bazowy (x1, X2, X3, X4) = (0,3, 1,0).
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