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Definicja

Macierz A = [aj] € Mnxn(R) nazywamy diagonalng jesli dla kazdej

pary réznych indeksow i, j,(tzn. i # j), a;j = 0, tzn. gdy

ai 0
A=
0 ann
Przyktad
Macierze diagonalne
100 O
100 000 O
0 3 0|,
00 6 005 O
0 00 -1
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Twierdzenie

Niech ¢ : V — V bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej V, zas

A =wq,..., Vv, niech bedzie bazg V. Wowczas M(p) 4 jest diagonalna
< kazdy wektor bazy A jest wektorem wiasnym endomorfizmu . Przy
tym, jesli A jest diagonalna to aj jest wartoscia wtasng odpowiadajgca
Vi, tzn., o(v;) = a;v;.

Dowdd:na tablicy
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Przyktad

Niech ¢ : R? — R?, bedzie okreslone przez
QD((X1 , Xg)) = (X1 — 3Xo, X1 + 5X2).

mW%F:[l_f},M@:da[1;A ng}ZU—M@—M+3%

N2 —6)A+8=(\—2)(\—4), skad warto$ci wiasne \; = 2, \p = 4.
Wyznaczamy podprzestrzenie wiasne:

) -1 -3 Xq 0
V(2)'[1 3]'[)(2}:[0]@)(1:_3)(2,

CZY“ V(g) = {(—3X2,X2)|X2 S R} = /in((—3, 1))

s [-8 =8] [x]_Jo B
@1 1| | x| o]0 T7®

czyli Vigy = {(—x2, x2)[x2 € R} = lin((—1,1))
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Przyktad
cd. Uktad A = ((—3,1),(—1,1)) jest bazg R?,
2 0
M(e)a = [ 0 4 ] :

gdyz p((—3,1)) =2(-3,1) + 0(-1,1),
o((—=1,1)) =0(-8,1) +4(-1,1)

Twierdzenie
Niech oy, . . ., ax 0znacza k réznych wartosci wtasnych endomorfizmu
¢ : V. — V przestrzeni liniowej V, zas A, ..., Ak niech stanowig k

takich liniowo niezaleznych uktadéw wektordow z V, Ze jesli v nalezy do
Ajtop(v)=ajv,dlai=1,..., k. Wowczas uktad A powstaty z
potaczenia uktadow A; w jeden jest liniowo niezalezny.
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Whiosek

Niech V — n-wymiarowa przestrzen liniowa, ¢ : V — V — endomorfizm,
aq,...,as € R wszystkie (parami rozne) wartosci wiasne
endomorfizmu ». Wowczas:

(i)Jeslivy...,vs€ Vorazdlai=1,...,s zachodzi o(v) = a;v to
uktad v4, . .., Vg jest liniowo niezalezny.

(ii) dim Vi y+. .. + dim V(o <dimV.

(iii) dim Vi +. .. + dim V(o) =dimV < istnieje baza przestrzeni V
ztoZzona z wektorow wtasnych endomorfizmu .

Uwaga: Jako baze w czesci (iii) powyzszego twierdzenia wystarczy
wzig¢ uktad powstaty z potgczenia baz poszczegdlnych V(, ).

Przyktad

Niech endomorfizmy : R® — R® bedzie okreslony wzorem
o((x1, X2, X3)) = (2X1 + X2, 3X2 + X3, 2X3).
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Przyktad (cd)

2
M(p)st = |: 0
0

N = O

2—-x 1 0
w, = det 0 3-Xx 1 =
0 0 2-2A

(2 — \)?(3 — \). Warto$ci wiasne: 2,3.

010 X1 0
V(g) : 0o 1 1 o Xo = 0 , Xo = 0, X3 = 0,
000 X3 0

Vie) = {(x1,0,0)[x3 € R} = lin((1,0,0))

11 0 X1 0
V(3) ; 0 O 1 Xo = 0 , X9 = Xo, X3 = 0,
0 0 -1 X3 0

V(3) = //n((1 1, O)) dim V(2)+d|m V(3) =1+1=2+#3=dim R3. Zatem
dla zadnej bazy A przestrzeni R® macierz M(y) 4 nie jest diagonalna.
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Whiosek

Niech V przestrzen liniowa, dimV = n. Jesli endomorfizm ¢ : V. — V
ma n roznych wartosci wtasnych to istnieje w V baza ztozona z
wektorow wiasnych .

Definicja

Mdwimy, Zze macierz A € My, n(R) jest diagonalizowalna, jesli A jest
podobna do macierzy diagonalnej nalezacej do Mnyn(R), tzn. jesli
istnieje taka macierz odwracalna C € My n(R), Ze macierz C~1AC jest
diagonalna.

~

Twierdzenie

Macierz A € Mnxn(R) jest diagonalizowalna < dla endomorfizmu

¢ : R" — R" zadanego warunkiem M(y)st = A istnieje baza
przestrzeni R" ztozona z wektordw wtasnych endomorfizmu .
Ponadto, jesli A jest takg bazg to dla C = M(id)S macierz C'AC jest
diagonalna.

~
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Przyktad

1. Macierz
1 -3
-3 5]
jest diagonalizowalna. Endomorfizm ¢((x1, X2)) = (X1 — 3X2, X1 + 5x2)
ma dwie wartosci wtasne 2 oraz 4. Wyliczylismy V) = lin((—3,1)),
Viay = lin((—1,1)). Dla A = ((—3,1),(—1,1)) przyjmujac C = M(id)3}
mamy
2 0 . . _
59 | = M = MMM - o ac

zas

G = [ —13 —11 ] s i [ —11//22 —31//22}
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Przyktad
2. Macierz
2 10

0 3 1 | niejest diagonalizowalna,
0 0 2

bo dla endomorfizmu ¢ : R® — R3, okreslonego przez
©o((x1, X2, X3)) = (2X1 + X2, 3% + X3,2x3) nie ma bazy R ztozonej z
wektoréw wiasnych .
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Zastosowanie
Niech

1 -3
-1 2]
Poda¢ wzér na A". Stosujgc oznaczenia przyktadu 1. mamy
A=CDC™ ', A"=(CDC""=cCD"C~' =

c-[5 ] e =[5 o] 8 aE]-
[ Zi=lig—am) g.2m=1(1 —2m) ]
2n=1(2n —1) 3.20-1(27 - 1)
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Uwaga:

Macierze symetryczne , tzn. takie macierze A = [a;] € Mpxn(R), e
aj = aj czyli AT = A sa diagonalizowalne.

Przyktad

Macierz
1 0 2
0 —1 0 | jestsymetryczna, wiec jest diagonalizowalna
2 0 4
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Przyktad

1

Macierze A = [ 0

_01 } oraz B = [ (1) _01 } nie sg podobne, gdyz

majg rozne wielomiany charakterystyczne. Macierze C = [ LAY ]

0 2
2 1
orazD_[0 1

same wartosci wtasne z tymi samymi krotnosciami. Macierze

0 1 00 . , .
E= [ 0 0 ] oraz F = [ 0 0 ] majg te same wielomiany

charakterystyczne, a zatem te same wartosci wtasne (z krotnosciami),
ale nie sg podobne. F jest diagonalizowalna, E — nie.

] sg podobne, gdyz sa diagonalizowalne i maja te
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