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Definicja. Przestrzenia metryczng nazywamy zbiér X z funkcja p :
X xX — R przyporzadkowujaca kazdej parze elementow (punktow) z,y € X
liczbe rzeczywista p(x,y) nazywana odlegtoscig pomiedzy x i y, tak, by
spetnione byly warunki:

1. p(z,y) > 0oraz p(z,y) =0 =y

2. p(e,y) = ply, x) (symetria)
3. p(z,z) < p(z,y) + p(y, z) (nieréwnosé trojkata)
Samg funkcje p nazywa sie wowczas metrykg.

Definicja Niech X bedzie przestrzenia metryczng z metryka p, niech
x bedzie punktem X za$ r dodatnia liczbg rzeczywista. Kulg otwartg
o srodku z i promieniu r nazwiemy zbior B(z,r) = {y € X : p(z,y) <
r}. Kulg domknietq o érodku z promieniu r nazwiemy zbior B(z,r) =
{y € X : p(x,y) < r}. Sferg osrodku z i promieniu r nazwiemy zbior
S(x,r)={ye X :plx,y) =r}

Definicja Podzbiér przestrzeni metrycznej nazywamy zbiorem ograni-
czonym jesli zawiera sie¢ w pewnej kuli.

Zadanie domowe. Taksonomia Wroctawska. Wybraé¢ populacje
X ztozona z ok. 14-17 obiektoéw ( np. wojewddztwa Polski, stare kraje
UE, itp.) okresli¢ temat badania ( np. warunki zycia, pozycja eko-
nomiczna lub polityczna kraju). Stosownie do tematu wyrdznié¢ 4-5
cech wyrazajacych sie liczbami rzeczywistymi ( np. oczekiwana dtu-
gos¢ zycia, dochod narodowy p.c., liczebnos¢ armii). Zestandaryzowac
(unormowaé) wybrane cechy w populacji. Wyznaczyé odlegltosci po-
miedzy obiektami uwzgledniajace wybrane zestandaryzowane cechy (
np. wedtug wzoru p(z,y) = > 1" |T; — ;|, gdzie z,y to dwa obiekty



wybranej populacji, n — liczba cech, zas 7;,y; zestandaryzowane ce-
chy o numerze ¢ odpowiednio obiektu z i y). Na podstawie uzyskanej
tabeli odlegtosci skonstruowaé graf Taksonomii Wroctawskiej. Zinter-
pretowaé uzyskany graf. Opis Taksonomii Wroctawskiej znalezé mozna
w [St], str. 122-126.

Niech X bedzie przestrzeniag metryczng z metryka p.

Definicja Powiemy, ze ciag punktow z, € X jest zbiezny i dgzy do
granicy x € X jesli lim p(z,,z) = 0.

Definicja Niech A C X. Liczbe diam(A) = sup{p(z,y) : z,y € A}
nazywamy S$rednicg A.

Definicja Ciag punktéw z, € X nazwiemy ciggiem Cauchy’ego jesli
diam{ Ty, Tni1,Tnt2...} — 0 wraz z n — oo.

Definicja Przestrzei X nazywamy przestrzenia zupetng jesli kazdy
ciag Cauchy’ego w X jest ciagiem zbieznym.

Definicja Przeksztalcenie f : X — X nazywamy zwezajecym (kontr-
akcja) jesli istnieje taka dodatnia liczba ¢ < 1, ze p(f(z), f(y) <
cp(z,y) dla dowolnych dwoch punktow z,y € X (liczbe ¢ nazywamy
statq zwezenia f).

Twierdzenie (Zasada Banacha). Niech X bedzie przestrzenia zu-
pelna, zas f : X — X niech bedzie przeksztatceniem zwezajacym.
Wowezas istnieje doktadnie jeden punkt T € X spelniajacy f(Z) ==
( punkt taki nazywamypunktem statym przeksztalcenia f).

Przy tym, jesli xg jest pewnym punktem X i zdefiniujemy ciag x1 =
f(zo),xza = f(z1),23 = f(z2),...,2n = f(Tp-1),... to limz, ==

oraz (*) p(x,,T) < p(:z:o,azl)f—fc, gdzie ¢ oznacza stala zwezenia f.

Zadanie domowe Niech X = C([0, 1], R) bedzie przestrzenia wszyst-
kich funkcyj ciagtych rzeczywistych okreslonych na odcinku [0,1]. W
przestrzeni tej okreslamy metryke zupetna wzorem p(f, g) = max{e | f(t)—
g(t)|, gdzie L > 0 jest pewna stala, ktorej znaczenie dalej objasnimy.
Niech K :[0,1] x R — R bedzie funkcja ciagla i lipschitzowska wzgle-
dem drugiej zmiennej ze stata L, tzn. |K(t,u) — K(t,v)| < Llu—v| dla
t € [0,1],u,v € R. Mozna pokazaé¢ ( np. [D-G]), ze wowczas przeksztal-
cenie F' : X — X opisane wzorem F(f)(t) = v(t) + fg K(s, f(s))ds
jest zwezajace ze stalag ¢ = 1 — e~ i na mocy Zasady Banacha ma
punkt staty f. Ten punkt staly jest rozwigzaniem réwnania calko-
wego f(t) = v(t) + fot K (s, f(s))ds. Ponadto kolejne przyblizenia



mozna oszacowaé stosujac wzor (*). Korzystajac z tego oszacowa-
nia okredli¢ ile razy nalezy zastosowaé przeksztalcenie F' aby otrzy-
maé rozwiazanie réwnania catkowego f(t) = fg K(s, f(s))ds, gdzie
K(t,u) = at® + bt 4+ ¢ + d(cosu) z doktadnoscia 1076, Liczby a,b,c,d,
nalezy uzyska¢ jako 4 pierwsze cyfry numeru witasnego indeksu, przy
czym jesli cyfra byloby 0 nalezy ja zastapié¢ cyfra 1. Przy szacowaniu
mozna postuzy¢ sie ocenami zgrubnymi.

Definicja Zbior X z wyr6zniona rodzina jego podzbioréw 7 ( nazywa-
nych wowczas zbiorami otwartymi) jest przestrzenia topologiczna jesli
spelnione sa nastepujace warunki:

i) 0,X € T, tzn. zbiér pusty oraz cala przestrzen X sa zbiorami
otwartymi

ii) jesli U,V € T to rowniez U NV € T, tzn. iloczyn (czyli przeciecie)
dwu (a wiec rowniez skoriczonej liczby) zbiorow otwartych jest zbiorem
otwartym

iii) jesi S € 7 to |US € 7, tzn. suma dowolnej rodziny zbiorow
otwartych jest zbiorem otwartym.

Rodzine 7 nazywamy wtedy topologig na X.

Przyklady. 1. Kazda przestrzen metryczna jest przestrzenia topo-
logiczna jesli przyja¢ za 7 tzn. rodzine zbioréw otwartych rodzine
zlozong ze zbioru pustego, oraz takich podzbiorow U C X, ktoére
wraz z kazdym punktem z € U zawieraja pewna kule B(z,r) (tzn.
B(z,r) C U dla pewnego r > 0). Rodzine 7 nazywamy wowczas
topologia wyznaczong przez metryke. Jesli inaczej nie zaznaczymy, be-
dziemy domyélnie przyjmowacé, ze w przestrzeni metrycznej jest okre-
$lona wtlasnie taka topologia.

2. Jesli X jest przestrzenia topologiczna z topologia 7 zas§ Y C X
to wowczas rodzina Ty = {UNY : U € T} tworzy topologie w Y
nazywang topologia odziedziczong po X. Zatem zbiory otwarte w tej
topologii to przeciecia z Y zbioréw otwartych w X. Sama przestrzen
Y nazywamy wtedy podprzestrzeniq przestrzeni X.

3. Dla dowolnego zbioru X rodzina 7 = {0, X } jest topologia — jedy-
nymi zbiorami otwartymi sa wiec tu zbiér pusty i cala przestrzen X.
Taka topologie nazywamy antydyskretng.

Definicja Podzbiér F' przestrzeni topologicznej X nazywamy zbiorem
domknietym jesli jego dopelienie X \ F' jest zbiorem otwartym (tzn.
X\ F €T, gdzie T oznacza topologie w X)



Niech X oraz Y beda przestrzeniami topologicznymi.

Definicja Odwzorowanie (funkcje) f : X — Y. nazwiemy jest prze-
ksztalceniem cigglym, jesli dla dowolnego podzbioru otwartego U C Y
przeciwobraz f~1(U) jest otwartym podzbiorem X.

Definicja Przeksztalcenie h : X — Y nazwiemy homeomorfizmem
jesli h jest przeksztalceniem wzajemnie jednoznacznym (tzn. istnieje
przeksztatcenie odwrotne h=! : Y — X) oraz zaréwno h jak i h~! sa
przeksztalceniami ciaglymi.

Przestrzenie X i Y nazywamy woéwczas przestrzeniami homeomorficz-
nymi. Np.cala przestrzen R i jej podprzestrzen (—7n/2,7/2) sa home-
omorficzne, gdyz h : (—m/2,7/2) — R okreslone wzorem h(x) = tanx
jest homeomorfizmem.

Wlasno$ci topologiczne

Przestrzeni topologiczna X nazwiemy niespdjng jesli da si¢ przedstawié
jako suma X = U UV swoich dwoch roztacznych niepustych otwartych
podzbioréw U i V.

Przestrzeni, ktora nie jest niespojna nazywamy przestrzenia spdjng.
Twierdzenie Jesli przestrzen X jest spojnai f: X — Y jest prze-
ksztalceniem ciagglym X na Y to Y jest réwniez spéjna. Krotko: obraz
ciagly przestrzeni spdjnej jest spdjny.

Definicja Przestrzen topologiczng X nazwiemy przestrzenia Haus-
dorffa jesli dla dowolnych dwu réznych punktéw z,y € X mozna do-

braé roztgczne zbiory otwarte U i V, tak, by x € U, y € V. Przestrze-
nie Hausdorffa nazywa sie réwniez 15 przestrzeniami.

Definicja Pokryciem zbioru(przestrzeni) A nazywamy taka rodzine
zbiorow, ktorej suma zawiera A. Jedli kazdy element pokrycia jest
zbiorem otwartym to méwimy, ze pokrycie jest otwarte.

bf Definicja Przestrzen topologiczna X nazywamy przestrzenia zwartq
jesli X jest przestrzenia Hausdorffa oraz z kazdego pokrycia otwartego
przestrzeni X mozna wybraé¢ pokrycie skorniczone.

Twierdzenie. Przestrzen metryczna jest zwartas z kazdego ciagu w
X mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

Twierdzenie. Podprzestrzen przestrzeni R” jest zwarta < jest pod-
zbiorem domknietym i ograniczonym.

Uwaga Nieskoniczona przestrzen dyskretna ( tzn. z metryka 0-1) jest
ograniczona i domknieta w sobie. Nie jest jednak zwarta, gdyz zbiory



jednopunktowe tworzg jej pokrycie otwarte, z ktérego nie mozna wy-
bra¢ pokrycia skoriczonego.

Twierdzenie Obraz ciagly przestrzeni zwartej jest przestrzenia zwarta.
Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym Niech S C R" bedzie
sympleksem. Woéwczas kazde przeksztalcenie ciaggle f : S — S ma
punkt staly, tzn. istnieje taki punkt p € S, ze f(p) =p

Wtasnosci, szczegdlnie wlasnosci przestrzeni metrycznych , ktére za-
chowuja homeomorfizmy, nazywamy wtasnosciami topologicznymi. Np.
zwarto$é i spojnosé sa wlasnosciami topologicznymi. Poniewaz R jest
zupelna i nieograniczona, za$ (—m/2,7/2) jest ograniczona i niezu-
pelna przestrzenia zatem zaréwno zupelosé jak i ograniczono$é nie sa
wlasnoéciami topologicznymi.

Lista poje¢ i twierdzen, ktoére nalezy znaé:

1. Definicja przestrzeni metryczne;j.

2. Def. przestrzeni topologicznej.

3. Definicja zbioru domknietego w przestrzeni topologiczne;j.

4. Def. Przeksztalceni ciaglych pomiedzy przestrzeniami topologicz-
nymi.

5. Def. homeomorfizmu.

6. Def. przestrzeni Hausdorffa.

7. Def. Ciggu Cauchy’ego.

8. Definicja ciggu zbieznego.

9. Def. Przestrzeni zupelnej.

10. Def. przestrzeni zwartej.

11. Zasada Banacha z definicja przeksztatcenia zwezajacego (tj. kontr-
akcji).

12. Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym.
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