Schemat sprawdzianu

25 maja 2010

5 definicji i twierdzen z listy 12(po 10 punktow) np.

1. Prosze sformutowaé twierdzenie Brouwera o punkcie statym.

2. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Prosze okredlié, kiedy
podzbior F' C X jest podzbiorem domknietym.

3. Niech X bedzie zbiorem, niech p : X x X — R. Okresli¢ warunki,
jakie musi spetniaé¢ funkcja p, aby byta metryka.

4. Prosze okresli¢, kiedy przeksztalcenie h : X — Y, gdzie X,Y sa
przestrzeniami topologicznymi jest homeomorfizmem.

5. Niech X bedzie przestrzenia metryczng. Prosze okresli¢ kiedy prze-
ksztalcenie f: X — X jest zwezajace i sformutowaé Zasade Banacha.

10 pytan po 5 punktéw. np.

1*. Prosze sformutowa¢ Prawo Walrasa i objasni¢ wystepujace w nim
terminy. Czy jest ono spelnione jedynie w warunkach rownowagi rynkowej?
Odp. Prawo Walrasa orzeka, ze suma wartosci popytéw nadmiernych g;p;
wynosi zero, (czyli > p;gi(p) = 0), gdzie p; oznacza cene¢ dobra o numerze i,
za$ g;(p) nadmierny popyt na to dobro przy ukladzie cen p = (p1,...,pn),
czyli roéznice miedzy popytem i podaza tego dobra ( g; = d; — s;). Inacze]
moéwiac warto$é popytu catkowitego jest rowna wartoéci calkowitej podazy.
Prawo Walrasa jest spelnione niezaleznie od tego czy gospodarka znajduje
sie w rownowadze, czy tez nie.

2. Na rysunku Fig.l1 podany jest przyktad podzialu symplicjalnego
sympleksu dwuwymiarowego, wraz z trzema kolorowaniami (numeracjami).
Ktore z tych kolorowan jest (sa) kolorowaniem Spernera? Czy istnieja ta-
kie kolorowania Spernera wierzchotkéw tego podziatu aby liczba sympleksow
podziatu kompletnie pokolorowanych wynosita doktadnie:

a) 3

b) 4

c) 17.

Odpowiedzi uzasadni¢ wskazujac odpowiednie kolorowanie, badz twier-
dzenie orzekajace jego niemozliwosé.



3. Podane sg trzy podzbiory A, B,C C R?. Rozwazmy 5 nastepuja-
cych wtasnosci: ograniczono$é, domknietosé , otwartosé, spdjnosé, zwartosc.
Okresli¢ ktore z wymienionych wtasnosci majg one jako podzbiory i podprze-
strzenie R? ze zwykla metryka euklidesowa, jesli A = {(z,y) : 2% + y? > 4},
B={(z,y):0<2<2,y>0}, C={(2,00:0<2<2}U{(0,y):2<y<
3}7?

4. Podano trzy podprzestrzenie D, E, F przestrzeni R%. Okregli¢, ktore z
nich sa homeomorficzne. jesli A = {(z,0): 0 <z <1}U{(0,y): 0 <y < 1},
B={(z,0):0<x <2}, C={(x,0): -1 <z < 1}. Odpowiedz uzasadni¢
( homeomorfizm, jesli istnieje, mozna opisa¢ dbrazowo"). Odp. Wszystkie
3 przestrzenie sa spdjne, ale przestrzen B jest rozcinana przez kazdy jej
punkt ( tzn. po usunieciu dowolnego punktu staje sie ona niespojna), zas
zarowno w A, jak i w C sa punkty, ktoére ich nie rozcinaja. Przestrzen C
mozna przeksztalcié homeomorficznie na A zginajac ja w punkcie (0,0). (
Opis homeomorfizmu h : C — A: h((z,0)) = (0,—z) dla z € (—1,0] oraz
h((x,0) = (z,0) dla = € (0,1]). Zatem A i C' sa homeomorficzne, zas B nie
jest homeomorficzna z zadng z nich.

5. Na rysunku fig. 2 jest naszkicowana petla 7y, zaczepiona w punkcie
p w pierscieniu P. Okresli¢ wyktadnik n, tak, aby [y]" = [y1] w grupie
m(P,p), gdzie v oznacza petle zaczepiona w p, ktoéra jednokrotnie obiega
wewnetrzny okrag P zgodnie z ruchem wskazowek zegara. Odp. [y1] =
[v]7® 6. Na rysunku fig. 3 naszkicowano 2 spojne grafy G; i Go. Ktéry
z tych graféow jest jednobiezny, tzn. mozna go obej$¢ w ten sposéb aby
przejé¢ kazda krawedz doktadnie raz. Odpowiedz uzasadnié¢, powotujac sie na
odpowiednig wtasnos¢ grafu, ktory nie jest jednobiezny i wskazujac kolejnosé
obchodzonych wierzchotkéw grafu jednobieznego.

7. W przestrzeni R? zadano wielogcian topologiczny W = {(x,y,2) :
22+ y? + 22 = 1} U {(2,0,0) : =1 < x < 1}. Obliczy¢ charakterystyke
Eulera-Poincarégo x(W).

Odp. Przestrzen W jest homeomorficzna z wieloscianem W' bedacym
sumyg powierzchni czworoscianu i dwu odcinkéw o wspélnym koricu wycho-
dzacych z dwu wierzchotkow czworoscianu (rysunek). Otrzymujemy wiec
kompleks symplicjalny (tj. triangulacje ) wielo§cianu W’. Przypomnijmy, ze
kompleks symplicjalny to taki skoiiczony zbiér symplekséw, ze kazde dwa z
tych sympleksow sa rozlaczne lub maja wspolna Sciane. Sciany kompleksu
— to $ciany jego sympleksoéw. Zatem charakterystyka Eulera—Poincar’ego
xX(W) = x(W') = liczba wierzchotkow - liczba krawedzi + liczba $cian 2
wymiarowych = 5—8+4 = 1 ( dodajemy liczby $cian parzystowymiarowych
i odejmujemy nieparzystowymiarowych)

8.Ponizsza macierz zawiera opis gry rozgrywanej przez dwu graczy A i



Rysunek 1: petla v;

Rysunek 2: Wieloscian W’



B. Obaj gracze dysponujg trzema strategiami oznaczanymi cyframi 1,2, 3.
Macierz jest tabelg wygranych, tzn. jesli w macierzy w wierszu o numerze ¢ i
kolumnie o numerze j stoi para liczb (a,b), to jesli gracz A zastosuje strate-
gie i zas B strategie j, to wowczas A wygra a ztotych zas B wygra b ztotych.
Okresli¢ czy gra ta ma pare strategii czystych bedacych punktem réwnowagi
Nasha. Czy gra ta ma pare strategii czystych bedgcych punktem optymal-
(130) (27 1) (07_1)
nym w sensie Pareto? Wskaza¢ te punkty. (2,2) (0,1) (-1,2)
(Oail) (L*Z) (171)
Odp. Sa trzy punkty réownowagi Nasha, a) gracz A wybiera swoja 1 strate-
gie, B swoja 2 — wygrane 2, 1), b) gracz A wybiera swoja 3 strategie, gracz
B swoja 3, wygrane (1,1), ¢) gracz A swoja 2 strategie, gracz B swoja 1
strategie — wygrane (2,2). ¢) jest zarazem punktem réwnowagi Pareto.

9. Objasni¢ na czym polegaja strategie mieszane Odp. Strategie mie-
szane polegaja na przypisaniu kazdej ze strategii czystych, ktérymi dyspo-
nuje gracz, prawdopodobienistwa, z ktorym losuje dang strategie czysta.

9’. Objasni¢ na czym polega metoda topologii algebraicznej.

Metoda topologii algebraicznej polega na przy porzadkowaniu przestrze-
niom topologicznym obiektéw algebraicznych, np. grup, za$ przeksztaltce-
niom cigglym homomorfizméw pomiedzy tymi obiektami algebraicznymi.

10. Pewna wyspa X ma ksztalt: a) trojkata b) Kwadratu, z ktorego usu-
nieto srodkowy otwarty kwadrat o 3 razy mniejszym boku, ¢) sumy trzech
kwadratéw w formie litery L. Wyspe zamieszkuje 3 mieszkaricow, majacych
zdecydowaé o lokalizacji klubu. W ktérym z trzech przypadkéw istnieje
funkcja (procedura) spotecznego wyboru p: X x X x X — X spelniajaca
warunki ciagtosci (ostateczna decyzja zalezy w sposob ciagly od wyborow
decydentow), jednomyslnosci ( tzn. jesli wszyscy wskazuja te sama lokali-
zacje to sie ja wybiera),i anonimowosci ( tzn. jesli decydenci zmienia swoja
kolejnos¢ to wynik nie ulegnie zmianie)?

Odp. Dla wyspy a) istnieje odpowiednia funkcja wyboru np. $rodek ciez-
kosci z réwnymi wagami wyboréw poszczegdlnych decydentéw. Poniewaz
wyspa ¢) jest homeomorficzna z wyspa a) wiec tu réwniez mozna okresli¢
taka funkcje wyboru. Natomiast wyspa b) jest homeomorficzna z pierscie-
niem P, dla ktorego nie ma takiej funkcji wyboru (wywnioskowalismy to z
tego, ze grupa podstawowa m(P) jest izomorficzna z grupa liczb catkowitych
z dzialaniem dodawania, funkcja wyboru oznaczataby mozliwosé dzielenia
— tutaj przez 3, w obrebie liczb catkowitych, ale 1/3 nie jest liczba calko-
wita). Zatem dla wyspy c¢) nie ma funkcji spotecznego wyboru spelniajacej
wymienione postulaty (zobacz Beno Eckmann Social choice and topology",
dokument dostepny w internecie).



Rysunek 3: wyspy



