Rozwigzania

27 stycznia 2013

Zadanie 1 a) Przestrzen W opisana jest ukladem réwnan liniowych jed-
1 +3x9 —2x3—2x4 = 0

norodnych U : { 901 + 51y —Azs— 314 — 0O
1 3 -2 -2
2 5 -4 -3
2 niezalezne liniowo wiersze), zatem wymiar przestrzeni rozwiazan ukladu
wynosi dimW = dimR* — r(A) = 4 — 2 = 2 b) Latwo sprawdzi¢ podstawia-
jac wspolrzedne wektora (1,1,1,1) do uktadu U, ze (1,1,1,1) € W.

Twierdzenie Grassmanna o wymianie orzeka, ze kazdy uktad liniowo
niezalezny w W mozna uzupeni¢ elementami dowolnej bazy do bazy W (wektor
(1,1,1,1) jest niezerowy, wiec sam tworzy uklad liniowo niezalezny). Kole-
jnymi przeksztalceniami wierszowymi we—2wq, w1 +3ws, (—1)*w; sprowadzamy

. Macierz wspotczynnikow

tego uktadu to A = [ . Rzad tej macierzy wynosi 2 (ma

. : . . 0 -2 1
macierz A do postaci schodkowej zredukowanej { 01 0 -1 ] , skad od-
. , . . . . r1 —2x3+x4 = 0
czytujemy uktad réwnowazny U, mianowicie U : ,
zo—xz4 = 0
. . . = 2x3—
z ktorego otrzymujemy rozwiazanie ogolne U : { il x3x S
2= 4

Przyjmujac najpierw z3 = 1,24 = 0 otrzymujemy w; = (2,0, 1,0) oraz
przyjmujac x3 = 0,24 = 1 otrzymujemy we = (—1,1,0,1). Wektory w;, ws
tworzg baze W. Nietrudno spostrzec, ze np. uklad zlozony z wektorow
(1,1,1,1) i wy jest liniowo niezaleznym ukladem wektorow W. Zatem,
poniewaz dimW = 2 jest on wymagana baza. c¢) Przypusémy ze a3 =
(3,5,2,1), a2, 3 tworza taki uktad liniowo niezalezny. Poduklad ukladu
liniowo niezaleznego jest tez liniowo niezalezny, zatem wektory as, a3 sa lin-
iowo niezalezne. Skoro naleza one do W i wiemy, ze dimW = 2, tworza
one baze W. Czyli a; nie jest kombinacja liniowa a2 i a3 < a1 ¢ W.
Z kolei a; € W < wspoéhrzedne oy spehiajg uktad U. Rozwigzujac U :
{ 3+3s —2:2-2

2.3455 —4.-2—-3 = 0 otrzymujemy s = 1. Zatem wymagany



uktad wektoréw bedzie istnial < s # 1.

Zadanie 2. Spostrzegamy, ze (4,9,8,13) = 2(1,2,1,3) + (2,5,6,7). Za-
tem V =lin((1,2,1,3),(2,5,6,7)). Wektory v = (1,2,1,3),v2 = (2,5,6,7)
sa liniowo niezalezne, zatem tworza one baze V. Stad dimV = 2. Rzad
macierzy wspotczynnikéw jednorodnego uktadu réwnan opisujacego V' musi
wynosi¢ 4 — dimV = 4 — 2 = 2. Uklad ten mozna np. znalezé nastepujaco:
2 1 3

9 5 6 7 }, ktorej wierszami sa v1,vy. Wyznacznik

rozwazmy macierz [

podmacierzy zlozonej z z pierwszych dwoch kolumn det [ ; g ] # 0. Za-
1 2 1
tem wektor (z1,xe,x3,74) € V < spelnione sg det | 2 5 6 =01
1 T2 I3
1 2 3
det | 2 5 7 | =0 ( macierze, ktorych wyznaczniki przyrownujemy do
T1 T2 T4
1 2 1 3
0 powstaly z macierzy | 2 5 6 7 | przez dolaczenie do pierwszych
r1 X2 X3 X4
2 kolumn albo kolumny 3 albo 4) Rozwijajac oba wyznaczniki wzgledem 3
Tx1 —4xe x5 =0
—x1 — To +z4, =0

c) Wy zawiera sie w V < kazdy z wektorow wy; = (1,1,—-3,2),ws =
(2,3,—2,t) rozpinajacych W; nalezy do V. Mozemy skorzysta¢ z ukladu
U opisujacego V' z czesci b). wj spelnia ten uklad, dla wy dostajemy 7 -
2—4.-3-2=0o0raz —2—-3+4+t =0czylit =5. Dlat =5 wektory
wy; = (1,1,-3,2) i wy = (2,3,—-2,5) tworza uklad liniowo niezalezny, czyli
dimW; = 2 i uwzgledniajac Wy C V i dimV = 2 mamy V = W;. Zatem
Wy=V <t=>5.

Zadanie 3 a) Wezmy jako pierwszy wektor poszukiwanej bazy jakikol-
wiek wektor v; # (2,1,2) nalezacy do V, np. niech v; = (1,0,3). Niech vy
oznacza drugi wektor tej bazy (dimV = 2 gdyz V jest opisane w R3 jednym
niezerowym rownaniem jednorodnym). Zgodnie z definicja wspohrzednych
wektora w bazie musi byé: 1-v14+3-v9 = (2,1,2) czyli (1,0,3)4+3-v2 = (2,1,2)
skad vy = £(1,1,—-1) = (1/3,1/3,—1/3). Latwo sprawdzi¢, ze vy i vs sq lin-
iowo niezalezne, daja wiec przyktad poszukiwanej bazy (oczywiscie mozliwe
sa rowniez inne takie przyktady) b) przypusémy, mamy w V' taka baze vy, ve.
Wtedy mieliby$smy (2,1,2) =1-v; +3-vp oraz (4,1,8) = (—1)-v1 —3 vy =
—(2,1,2); sprzecznosc.

wiersza otrzymujemy uktad: U : {



Zadanie 4. Latwo znaleZ¢ macierz ¢ w bazach standardowych w R? i R3:

2 1 -1 . . . .
M(¢)st = [ 13 1 ] Mozemy teraz skorzystaé¢ z odpowiednich macierzy

zamiany wspolrzednych. Mamy bowiem M (¢)5 = M (id)5 M (¢)5tM (id)S}.

1 01
Od razu mamy M (id)%f = | =1 1 0 | (zgodnie z definicja jej kolejne
1 21

kolumny tworza wspoétrzedne kolejnych wektoréw bazy A w bazie standard-
owej; czyli po prostu wpisujemy te wektory jako kolumny). Checac wyznaczy¢
M (id)3 mozemy skorzystac z tego, ze
. ‘ 1 1 . .
M(id)5 = (M (id)s}) =t = ([ ?1) 0 ])1 = (1) 3 } (w ostatnim oblicze-
niu mozna uzy¢ wzoru na macierz odwrotng do odwracalnej macierzy 2 x

-1
la b o d —b . . .
2[ c d ] = e [ e @ ]) Na koniec obliczamy:

1 01
0 1 2 1 -1 -1 5 2
M9)% = {1 —3H1 3 1 } P [ 3 -16 —5]'
1 21
Oczywiscie mozna réwniez obliczy¢ te macierz bezposrednio, obliczajac wartosci
¢ na poszczegolnych wektorach bazy A i przedstawiajac je jako kombinacje
liniowe wektorow B. Prosze poréwnaé obie metody. b) Mozna uzy¢ macierzy
3

obliczonej w a). [ 31 _51 6 _25 ] —12 = [ 3161 ] Czyli wspolrzedne
¢(a) w bazie B sg —11, 36. To samo mozna znalez¢ bezposrednio: a =
3(1,-1,1) — 2(0,1,2) + (1,0,1) = (4,-5,0) czyli ¢(a) = &((4,—5,0)) =
(3,—11) = (—11)(3,1) +36(1,0) ¢) Niech C = {v1,va,v3} za§ D = {wy, wa}.
Zgodnie z definicja M (qﬁ)? szukamy takiej trojki liniowo niezaleznych wek-
torow v, va, v3 w R? oraz pary liniowo niezaleznych wektorow w1, ws w R2,
aby ¢(v1) = wi,¢(ve2) = we oraz ¢(vs) = wy + 2we. Sprobujmy polozyé
v = (1,0,0),v2 = (0,1,0). Wtedy w1 = ¢(v1) = (2,1) i wy = (1,3). Stad
d(v3) = wy + 2we = (2,1) + 2(1,3) = (4,7). Oznaczajac vs = (z1,x2,3)
mamy ¢(vs) = (221 + z2 — x3, 21 + 3w2 + 23) = (4,7), skad mamy uktad
dwoch réwnan: 2z + x9 — x3 = 4 oraz x1 + 3x2 + 3 = 7. Rozwiazu-
jac ten ukltad dostajemy jego rozwiazanie ogélne: x; = 1 + %.ﬁvg oraz ro =
2— %1'3. Np.przyjmujac zmienng wolng 3 = 5 mamy vz = (5, —1,5). Latwo
sprawdzié, ze teraz uktad vy, v9, v3 jest liniowo niezalezny.

Zadanie 5. Przy pomocy przeksztalcenn wierszowych wsg — 2wy i wy —



SN =
O = =

2

: . , 5

w1 — wy przeksztalcamy macierz A do macierzy A" = 0 —1
00 2 2

Mamy det A = det A’ (prosze sobie przypomnie¢, jak na warto$¢ wyznacznika

wplywaja przeksztalcenia wierszowe). Macierz A" ma strukture blokowa

A = [ )0( 12/ }, gdzie X, Z sa blokami kwadratowymi, za§ 0 oznacza blok

zer. Zatem det A’ = det X -det Z = det [ L2 ]-det { Lo ] =1-(-2)=

2 5 2 2
—2. Czyli det A = —2 b) Korzystajac podobnie ze struktury blokowej
det B = det [ ;1 g ]-det [ 3 g ] = 2-(18—2r). Macierz jest odwracalna<

jej wyznacznik# 0. Zatem, korzystajac z twierdzenia Cauchy’ego o mnoze-
niu wyznacznikow, B - A - B - A - B jest odwracalna < (det A)?(det B)3 #
04-23-(18=2r)2 40 1r#£09.

Zadanie 6 a) Wyznaczamy wartosci wlasne ¢. Sa one pierwiastkami

-1 - 1
wielomianu charakterystycznego wy = det [ 6 A 4 } =\ -3\ -
446 = (A —1)(A—2). Stad mamy dwie rozne wartosci wlasne \; =
1,Ay = 2. Jest to warunek wystarczajacy istnienia w R? bazy zlozonej

z wektorow wlasnych ¢. Wyznaczmy bazy przestrzeni wlasnych. V() :
-1-1 1 1
—6 4—1 i)

N . . : -2 1
przeksztalceniami wierszowymi mozemy dojs$é do {

0 . . -2 1
[ 0 ] Przeksztatcajac macierz [ 6 3 }

02 0 ] Czyli V{3 jest
opisana rownaniem —2x1 + x9 = 0, ktérego rozwigzaniem ogdlnym jest zo =
2x1. Przyjmujac warto$¢ zmiennej wolnej 1 = 1 otrzy mujemy wektor (1, 2)
-1-2 1

-6 4-2 }
znajdziemy wektor (1,3) tworzacy baze Vig)- Jesli polaczymy bazy V(s
i V1) w jeden uktad otrzymamy baz¢ B = {(1,3),(1,2)} przestrzeni R
2
01
ci¢ uwage na to, ze w macierzy tej na przekatnej wystepuja wartosci wlasne
¢ w tej samej kolejnosci jak odpowiednie wektory wlasne w bazie B.) b)

L } mamy C~1AC =

tworzacy bazg V(;). Podobnie, przeksztalcajac macierz [

ztozong z wektoréw wlasnych ¢. Macierz M(qﬁ)g = [ ] (prosze zwro-

korzystajac z a) i przyjmujac C' = M (id)j = { 3 9

MGDEM MG =M@= | 5 ] |
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Zadanie 7. a) Rozwiazaniem ogblnym rownania opisujacego W jest
r1 = 2x9—2x3. Podstawiajac za zmienne niezalezne xo = 1, x3 = 0, a nastep-
nie o = 0, x3 = 1 otrzymujemy odpowiednio dwa wektory pewnej bazy v; =
(2,1,0),v2 = (—2,0,1). Baza ta nie jest jednak ortogonalna. Mozemy ja
zortogonalizowaé stosujac proces ortogonalizacji Grama-Schmidta. Definiu-
jemy: w1 = v1 = (2,1,0), wy = vg— 222y = (=2,0, 1)~ 7or2(2,1,0) =
(—2/5,4/5,1). Po unormowaniu otrzymujemy baze¢ ortonormalna W ztozona
z wektorow U; = mwl = %(2, 1,0), up = W = %(—2/5,4/5, 1).
Poniewaz W+ = lin((1, —2,2)) (wynika to z opisu W przy pomocy réwnania
liniowego jednorodnego), baze ortonormalna W+ stanowi unormowanie wek-

— i - 1 (1. _ — —
tora (1,—2,2) czyli wektor a 12_~_(_2)2+22(1, 2,2) = (1/3,-2/3,2/3)

¢) mozna skorzysta¢ z bazy ortonormalnej W i obliczyé¢ rzut prostopadty
wektora v = (1,1,1) na W jako (u1 o v)u; + (uz o v)ug. Ale rachunkowo
prosciej jest obliczyé¢ rzut prostopadly wektora v na W+ jako (a o v)a =
$(1/3,-2/3,2/3) = (1/9,-2/9,2/9). W sumie oba rzuty prostopadle wek-
tora v, jeden na W drugi na W+ daja v. Zatem rzut na W to (1,1,1) —
(1/9,-2/9,2/9) = (8/9,11/9,7/9) (prosze rowniez obliczy¢ pierwsza metoda)

Zadanie 8 Macierza wspotczynnikoéw uktadu U jest [ (1) ? (1) ; ;l ]
: 11.160 )
Kolumny nr 1 i nr 3, tzn. [ olil1 ] tworza dwuelementowy uktad lin-

iowo niezalezny, zatem zbior By = {1, 3} jest bazowy (sa 2 rownania ukladu).

2
Podobnie, rozpatrujac kolumny nr 2 i nr 3, czyli [ 1 } i [ 0 } stwierdzamy;,

1
ze zbior By = {2,3} jest rowniez bazowy. Rozwiazanie bazowe odpowiada-
jace By otrzymamy, jesli w ukladzie U za wszystkie zmienne niebazowe (tzn.
niezalezne) podstawimy 0. Zmienne bazowe dla B; to x; i z3, niebazowe
to pozostate, czyli xo,x4,75. Zatem otrzymujemy xo = x4 = x5 = 0,
1 = 5 ,x3 = 1. Rozwiazanie bazowe to (5,0,1,0,0). Poniewaz wszys-
tkie zmienne przyjety wartosci> 0 jest ono dopuszczalne. W przypadku
rozwiazania bazowego wzgledem By zmienne niebazowe x1 = x4 = x5 = 0,
czyli 2x9 = 5,29 + 3 = 1, skad 9 = 5/2 1 23 = —3/2 < 0. Za-
tem to rozwiazanie, mianowicie (0,5/2,—3/2,0,0) jest niedopuszczalne. b)



Metoda sympleks polega na tym, ze poczynajac od pewnego rozwiazania
bazowego dopuszczalnego, przechodzimy do kolejnego, nie gorszego (tzn.
warto$¢ funkeji celu nie wzrasta) rozwiazania bazowego dopuszczalnego, tak,
ze jedna z dotychczasowych zmiennych niebazowych zmienia sie¢ w bazowa,
zastepujac w tej roli pewna inng zmienna. Postepowanie to kontynuujemy
tak dtugo, dopoki nie ze osiagniemy minimum funkcji celu. Z czesci a)
wiemy, ze rozwiazanie bazowe By = {1, 3} jest dopuszczalne. Rozwiazanie to
otrzymujemy, traktujac zmienne 1, xr3 jako bazowe, czyli zalezne, a wartosé
pozostalych zmiennych — niezaleznych przyjmujac=0. Zapiszmy odpowied-
I = 5—2372—%4—4%5
3= 1—29—2x4 — 25
f =2x1+ 322+ 23+ 424 + x5, wyrazmy, zgodnie z powyzszym rozwiazaniem
ogoblnym przez zmienne niezalezne xa, x4, x5. Czyli f = 2(5—2w9—1x4—4x5)+
3ro+(l—wo—2x4—1x5)+4xg+25 = 11—229—8x5. W rozwiazaniu bazowym
xo = x5 = 0, zatem f = 11. Z postaci f widzimy, ze mozemy zmniejszy¢ te
warto$¢, jedynie zmieniajac zo lub x5 z 0 na liczbe dodatnia. Czyli powin-
nismy wybraé jedna ze zmiennych 9, r5 na nowa zmienna bazowa (zalezna).
Wybieramy x5, kierujac sie tym, ze wspdlczynnik przy niej w zapisie f =
11—2x9—8xs, czyli —8 jest mniejszy niz —2 — wspodlezynnik przy xo. Musimy
rozstrzygnaé¢ réwniez, ktora ze zmiennych x1, x3 przestanie by¢ bazowa. Jest
to zdeterminowane przez to, by nowe rozwiazanie bazowe byto dopuszczalne.
7 pierwszego réwnania rozwigzania ogélnego S tzn. x1 =5 — 2x9 — x4 — 45
widzimy, ze musi by¢ x1 < 5/4 (bo inaczej x1 < 0), za$ z drugiego, x3 =
1— 29— 2wy — x5 widzimy, ze musi by¢ x1 < 1 (bo inaczej x3 < 0). Poniewaz
to drugie réwnanie bardziej ogranicza, zatem z niego wyznaczymy Ty, mi-
anowicie x5 = 1 — x9 — w3 — 224, zas x3 przestanie by¢ zmienng bazows,.
Odpowiednio modyfikujemy 1 rownanie: z; =5 —2xy —xq4 —4(1 — 29 — 23 —
2x4) = 1+ 229 + 4x3 + Txy Stad, nowy zbiér bazowy to {1,5}, odpowied-
1= 14220+ 4x3+ Tay
Iy — 1—.%2—.%‘3—2.%‘4

funkcje celu przez nowe zmienne niezalezne (niebazowe) o, xz3,z4: f =
11 — 229 — 8(1 — 29 — w3 — 224) = 3 + 629 + 8x3 + 16x4. Z tej postaci
funkcji celu widzimy, ze moze ona osiagnaé¢ najmniejsza warto$é= 3 jedynie
jesli zmienne x9, x3, x4 przyjma wartosé¢ 0 (w zbiorze dopuszczalnym wszys-
tkie zmienne sa > 0) Czyli nowe rozwiazanie bazowe (1,0,0,0,1) jest opty-
malne i min = f((1,0,0,0,1)) = 3. To rozwiazanie metoda sympleks mozna
réwniez zapisaé sposobem tabelkowym. Uktad U rozszerzymy o réwnanie
z2—(2x14+3zo+x3+4x4+25) = 0, czyli z2—2x1 —3x9—w3—4w4—25 = 0, gdzie z
jest nowa zmienna reprezentujaca wartosé funkcji celu. Macierz tego uktadu

nie rozwiazanie ogdlne: S : Funkcje celu

nie rozwigzanie ogdlne to S : Wyrazamy



o 1 2 0 1 4 5
to| 0 O 1 1 2 1 1 |, w ktoérej pierwsza kolumna reprezen-
1 -2 -3 -1 -4 -1 0
tuje wspolczynniki przy z. Poniewaz jednak kolumna ta nie bedzie ulegala
zmianie w ciggu dalszych przeksztatcenn pominiemy ja i bedziemy przeksz-
1 2 0 1 4 5
talcaé tylko macierz M = 0 1 1 2 1 1 |. Ostatni wiersz
-2 -3 -1 -4 -1 0
bedziemy oznacza¢ wy i nie bedziemy go nigdy przestawia¢ z innymi wier-
szami. Pierwszy zbior bazowy to By = {1,3}. Wpierw sprowadzimy macierz
M do postaci sympleksowej , tzn. takiej, ze kazda z kolumn bazowych,czyli
nr 1 i nr 3 ma tylko jeden element # 0. Dokonamy tego przy pomocy op-
1 2014 5
eracji wy + 2wy + wy. otrzymamy macierz M’ = | 0 1 1 2 1 1
0 200 8 11
W ostatniej kolumnie w wy mamy 11, oznacza to Ze funkcja celu przyjmuje
te warto§¢é w poczatkowym punkcie bazowym dopuszczalnym. W wierszu
funkcji celu mamy wspotezynniki dodatnie w 2 i 5 kolumnie (odpowiednio 2
i 8). Poniewaz 8 > 2 wybieramy jako nowa zmienng bazowa z5. Wykonu-
jemy teraz tzw. test ilorazéw, tzn. dzielimy elementy ostatniej kolumny
(kolumny statych) przez odpowiednie elementy 5 kolumny, o ile sa one > 0
i znajdujemy, ktéremu wierszowi odpowiada najmniejszy z ilorazéw. Tu dla
pierwszego wiersza mamy 5/4, dla drugiego 1/1. Poniewaz ten drugi iloraz
jest mniejszy, wybieramy drugi wiersz jako "aktywny". Bedziemy nim dzi-
ala¢ na pozostate wiersze (tzn. do innych wierszy bedziemy dodawaé¢ drugi
wiersz mnozony przez odpowiednie liczby), tak by sprowadzi¢ macierz do
postaci sympleksowej wzgledem nowej zmiennej bazowej. Zmienna bazows
przestanie byé x3, bo w 2 wierszu znajduje sie niezerowy element dotychczas
bazowe]j 3 kolumny. Wykonamy wigc operacje wy — 8ws i w1 — 4ws. Otrzy-
1 -2 -4 -7 0 1
mamy macierz sympleksowg M” = [ 0 1 1 2 1 1 |. Poniewaz
0 -6 -8 —16 0 3
teraz wszystkie wspolczynniki w wy sa < 0 zatem osiggamy min = 3 (wyraz
staly w w¢) w punkcie bazowym dopuszczalnym (1,0,0,0,1).



