Egzamin z algebry WNE, A

3 lutego 2016

Kazde zadanie powinno byé¢ rozwiazane na oddzielnej kartce. Na kazdej
kartce z rozwiagzaniem powinno by¢:

e imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,

e numer grupy ¢wiczeniowej do ktorej osoba zdajaca uczeszczalta,

e numer rozwiazywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

Zadanie 1. W przestrzeni R? pewne wektory vy, vs,v3 tworza baze
ortonormalng B tej przestrzeni. Niech V' = lin(vy,vs) i niech w = vy +
2v9 + 3vs.

a) Ile wynosi iloczyn skalarny wektorow vy i w ?

b) Jakie sa wspolrzedne w bazie B rzutu prostopadlego wektora w na
przestrzen V7

Odpowiedzi nalezy uzasadnié.

Odp. a) Zgodnie z twierdzeniem udowodnionym na wyktadzie i-ta wspotrzedna
wektora w w bazie ortonormalnej B = {v1,...,v,} to iloczyn skalarny w
przez v;. Zatem, poniewaz druga wspdirzedna w w B to 2, zatem jest to
warto$é iloczynu skalarnego ve przez w. Mozna tez bylo po prostu wym-
nozy¢ ve - w = vy - (v1 + 2vy + 3vs) = Vo - V1 + 209 - V2 + 3vg - v3 = 2, gdyz z
ortonormalnosci v; - v; =0dla i # j i v -v; = 1. (dla tematu B iloczyn= 3)

b) wektory vy 4 2v9 € V oraz 3vz € V* daja w sumie wektor w, za-
tem pierwszy z nich jest rzutem prostopadtym w na V, a drugi rzutem
prostopadlym w na V*. Stad szukane wspohzedne w bazie B to 1,2,0.
(dla tematu B wspotrzedne sa 1,0, 3)

Zadanie 2. W przestrzeni R zadane sa wektory vy = (1,1,2,1),v9 =
(—=1,0,-2,-1),v3 = (2,4,4,2),v4 = (3,3,6,3) oraz wektor w; = (2,1,¢,2)
zalezny od t € R. Niech V' = lin(vy, v, vs,v4)

a) Znalez¢ wymiar przestrzeni V' oraz uklad rownan liniowych opisuja-
cych V.

odp. a) Latwo sprawdzi¢, ze wektory v3 i v4 sa kombinacjami liniowymi v;
i vg zatem niezalezne liniowo wektory v; i vy tworza baze V i stad dimV =



xr1 X2 X3 Ty
2. Utwoérzmy macierz 1 1 2 1 |, w ktorej wiersz 2 to vy za$
-1 0 -2 -1
1 1

wiersz 3 to ve. Poniewaz minor det [ 10

} # 0 zatem otrzymujemy

Ty X2 X3

uklad dwoch rownan opisujacych V- = lin(vi,ve): det | 1 1 2 | =0,
-1 0 =2
r1T X9 X4
det 1 1 1 =0, czyli =221+ 23 =01 —x1 + x4 = 0. (dla tematu
-1 0 -1

B: dim=2, réwnania x3 — x4 = 0,21 — 223 = 0)

b) Dla jakich wartosci t € R zachodzi lin(w;) C V 7

odp. Podstawiajac wektor w; do znalezionych w czesci a) rownan znaj-
dujemy, ze t = 4.( tak samo w temacie B)

Zadanie 3. Podprzestrzeii W C R? jest opisana uktadem rownani:

T +2$2 —XI3 —2.%4 =0
2x1 +4x9 —3x3 +x4 =0

a) Wyznaczy¢ pewna baze przestrzeni W i okresli¢ wymiar W.

b)Niech Uy = {(21, 72,23, 24) : 421 + 829 — 53 + sx4 = 0} C R* bedzie
podprzestrzenia zalezng od s € R. Dla jakich wartosci s € R zachodzi
W cU?
1 2 -1 -2
2 4 -3 1
przeksztalceniami wierszowymi wo — 2wy, wi —wa, —1-we do postaci schod-

2 0 -7
0 01 =5
r1 = —2x9 4+ Txg,x3 = bry. Kladac xo = 1,24 = 0 otrzymujemy wek-
tor v;1 = (—2,1,0,0). Nastepnie, ktadac o = 0,24 = 1 otrzymujemy
vo = (7,0,5,1). Wektory vy, vy tworza baze W, skad dim W = 2.

b) Podstawiajac wektory v, va do rownania opisujacego Uy otrzymujemy
s = 3 (tak samo w temacie B)

Zadanie 4. W R3 okreslono pewna baze A, natomiast w R? baze C =
{(1,-2),(0,1)} oraz pewna baze B, taka, ze macierz zamiany wspolrzednych

Y

odp. a) Sprowadzamy macierz wspotczynnikow uktadu

kowej zredukowanej , z ktorej odczytujemy rozwigzanie ogodlne

1 1

Przeksztalcenie f : R® — R? zadano macierza M(f)5 = [ 1 (1) _21 ]



a) Znalez¢ macierz M (f)5
b) Wyznaczy¢ wektory, z ktorych sktada sie baza B.
odp. ) M7 = Ml (05 = | 5 3 |
macierzy zamiany wspolrzednych M (z'd)% to wspolrzedne kolejnych wek-
torow bazy B w bazie C. Zatem pierwszy wektor B to 3-(1,—2)+1-(0,1) =
(3,—5) zas drugi to 2- (1,-2)+1-(0,1) = (2,-3)

Zadanie 5.

Niech w R?* zadana bedzie podprzestrzeri afiniczna (hiperptaszczyzna)
E = {(x1,x2,x3,24) : ©1 + 2 — 23 + 224 = 5} oraz punkt @ = (1,0,0,1)

a) Znalez¢ parametryzacje podprzestrzeni E oraz parametryzacje proste;
prostopadlej do E przechodzacej przez punkt @

b) Obliczy¢ rzut prostopadly punktu @ na podprzestrzen F

odp. a) Z rozwiazania ogblnego rownanania opisujacego FE: x1 = 5 —
T9 + x3 — 224 otrzymujemy parametryzacje x1 = 5 — s+t — 2u, x2 = s,
r3 = t, x4 = u, gdzie s,t,u € R lub tez, w postaci punktowo-wektorowej
E > p=(5000)+s(—-1,1,0,0) + ¢(1,0,1,0) + u(—2,0,0,1), czyli E =
(5,0,0,0) + lin((—1,1,0,0),(1,0,1,0), (—2,0,0,1)). Wektor prostopadty do
Eto (1,1, —1, 2) skad szukana parametryzacja prostej to (1, 0,0, 1)+¢(1, 1, —1, 2),
lub z rozbiciem na pozycje: 1 = 1+t, 29 = t,x3 = —t, x4 = 1+2t) dlat € R.
b) szukany rzut jest przecieciem z E prostej prostopadlej do E przechodzacej
przez (1,0,0,1). Podstawiajac parametryzacje tej prostej do rownania F
otrzymujemy: (1 +¢) 4+t — (—t) +2(1+2t) =5 czyli 7t = 2 skad t = 2/7
czyli rzut to punkt (1,0,0,1) +2/7(1,1,-1,2) = (9/7,2/7,-2/7,11/7) (w
temacie B rzut to punkt (9/7,2/7,11/7,-2/7)

7T =2
12 -3

a) Znalez¢ takie macierze D,C € Mayo(R), z ktorych D jest diagonalna
za$ C jest odwracalna, ze D = C~1AC

b) Obliczy¢ A,

odp. traktujemy macierz A jako macierz w bazie standardowej pewnego
endomorfizmu R?. Wielomian charakterystyczny wa = (7—\)(—=3—\)+24 =
M — 4\ +3 = (A= 1)(A—3). Stad sa dwie wartosci wlasne \; = 1 i
A2 = 3. Dla A\ znajdujemy przestrzenn wlasng zlozona z wektoréw spelni-
ajacych 3z — zo = 0 czyli V{;y = lin(1,3)) za$ dla Ay przestrzeri wlasna
sktada si¢ z wektorow spetiajacych 271 — 29 = 0 czyli V(3) = lin((1,2)).

] b) kolejne kolumny

Zadanie 6. Niech macierz A =

Zatem D = { (1) g ] oraz C = { ;) ; } (Scislej rzecz biorac mozemy tak

przyja¢, D,C nie sa okreslone jednoznacznie). b) A0 = CDIOC-1 =



o 2] [o ][ 4]

Zadanie 7.
Dane sg formy kwadratowe ¢; : R® — R, wzorem ¢ (z1, 79, 23) = 27 +
tal +3:U§ + 4129 + 27173 oraz g2 : R? — R, wzorem qo(z1, 72, 23) = —32% —

6%% + 4$1$3.
a) Dla jakich t € R forma ¢; jest dodatnio okreslona?
b) Czy forma g2 jest ujemnie polokreslona?
1 21

odp. macierz ¢ to . Stosujac kryterium Silvestera otrzy-

0
3
mujemy nieréwnoéci: Wi >0, Wo=t—-—4>0 Ws=2t—-12 > 0
czyli forma jest dodatnio okreslona < ¢ > 6 (ta sama odpowiedz, gdy
idzie o ujemng okreslono$¢ w temacie B, z tym, ze tam badaliémy kiedy
Wi <0,Wy >0,W;5 <0)

2t
10
=1

-3 0 2
b) zastosujemy kryterium wartosci wlasnych: macierzgato | 0 0 0
2 0 —6

za$ jej wielomian charakterystyczny to (=3 —A)(=A)(—6—A) +4X = —A(A+
4)(A+5), ktorego pierwiastki to A\; = 0, Ay = —4, A\3 = —5. Poniewaz wszys-
tkie te pierwiastki sa niedodatnie, zatem ¢y jest ujemnie poltokreslona.(to
samo w temacie B)

Zadanie 8.

Okreslono zadanie programowania liniowego w postaci standardowej:

T9 4+ 3r3 — 4x5 — min, przy warunkach:

{xl 2wy try AT oraz x; > 0dlat=1,...,5

r1 +2x9 +ux3 +2z5 =38

a) Ktore sposrod zbiorow zbiorow By = {1,2}, Bo = {3,4}, B3 = {4,5} sa
bazowe? Zbadaé czy odpowiadajace im rozwiazania bazowe sg dopuszczalne.
b) Rozwiaza¢ podane zadanie programowania liniowego metoda sym-

pleks.

Odp. a) Macierz uktadu to 1 ; (1) [1) ; g . Poniewaz kolumna
11 2 tej macierzy sa liniowo zalezne, zatem By = {1,2} nie jest zbiorem
bazowym. Dla By = {3,4} mamy rozwiazanie bazowe x; = x2 = x5 =
0, z3 = 8,z4 = 3 czyli (0,0,8,3,0) dopuszczalne, zas dla By = {4,5}
rozwiazanie bazowe x1 = w9 + x3 = 0, x5 = 4,24 = —1 czyli (0,0,0,—1,4)
niedopuszczalne.



b) najprosciej zaczaé rozwiazywanie od rozwiazania bazowego dopuszczal-
nego (0,0, 8,3,0) odpowiadajacego zbiorowi bazowemu By = {3,4}. Macierz

1 2 0 11 3
ukladu rozszerzymy o trzeci wiersz wy odpowiadajacy funkcji celu: | 1 2 1 0 2 8
0 -1 -3 0 40

Po sprowadzeniu tej macierzy do postaci sympleksowej wzgledem 3 i 4 kolumny
1201 1 3
operacja wy + 3wz otrzymamy: 1 2 1 0 2 8 |. Warto$¢ funkcji
350 0 10 24
celu w poczatkowym punkcie wynosi 24 i poniewaz istniejg wspodtczynniki do-
datnie wy mozemy poprawi¢ (zmniejszy¢) te wartos¢. Kierujac sie tym, ze na-
jwiekszy z tych wspotczynnikéw to 10 w 5 kolumnie, wybieramy x5 jako nowa
zmienng bazowa. Wykonujemy test ilorazow: 3/1 < 8/2 zatem wierszem ak-
tywnym bedzie wiersz 1 i x4 stanie sie zmienng niebazowa. Sprowadzamy
macierz do postaci sympleksowej wzgledem 3 i 5 kolumny operacjami: wo —
1 2 0 1 1 3
2wy oraz wy —10wy. Otrzymujemy tabele: | =1 -2 1 -2 0 2
-7 —-15 0 —-10 0 —6
Wspotezynniki przy zmiennych w wierszu funkcji celu sa niedodatnie, tzn.
mamy min=—6 w punkcie bazowym (0,0,2,0,3). (w temacie B min= 1 w
punkcie (0,0,2,0,3))



