Egzamin z algebry WNE, A

7 lutego2019

Rozwigzania

Zadanie 1.

a) Wektory wi, we, w3 rozpinaja przestrzen W przy czym dimW = 3.
Czy uktad wektorow wy + wa, we + ws, ws jest bazg W7

b) W przestrzeni R* zadane sg wektory v; = (1,1,4, —2), vo = (1,2, 5, —3),
vy =(2,3,9,-5),04 = (2,2,8,—4). Niech V' = lin(v,ve,v3,v4).

Poda¢ wymiar V oraz réwnanie lub ukltad réwnarni liniowych opisujacych
V.

a) Zauwazmy, ze (w2 + w3) — w3 = we oraz (wy + we) —wy = wi. Ale
to oznacza, ze lin((wy + wa), (w2 + ws), ws) D lin(wy, w2, ws) = W. Zatem
uktad wy + wo, wy + w3, w3 jest trojelementowym uktadem rozpinajacym
W. Poniewaz dimW = 3 uktad ten musi by¢ baza W.

11 4 =2
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b) Ustawmy wektory vy, ve, v3, v4 jako wiersze macierzy 9 3 9 _5
2 2 8 —4

Operacjami wierszowymi: wg — wi,ws — 2w, w4 — 2w; a nastepnie ws —
wg 1 w1 — wo mozna ja sprowadzi¢ do postaci schodkowej zredukowane;j:
1 0 3 -1

01 1 -1 . - . . S
000 o0 | Poniewaz wierszowe operacje elementarne nie zmieniaja
0 00 O

przestrzeni rozpietej na wierszach, mamy V = lin((1,0,3,—1),(0,1,1,—1)).
Stad dimV = 2 oraz V' > (x1,x9,23,24) = s(1,0,3,—1) + ¢(0,1,1,—1) dla
s,t € R. Czyli wektory z V maja postaé (1, x2,x3,24) = (s,t,3s+t, —s—t).
Stad wnioskujemy, ze wektory V' to dokladnie te, ktore spelniaja z3 =

3x1 + 29,24 = —x1 — xo. Zatem mamy uktad réwnan 3z; + xo — x3 = 0,
1 + 22 + x4 = 0 opisujacy V.
Zadanie 2.



a) Czy istnieje macierz B € Msy3(R), ktora ma wartosci whasne 2, 5, 8

i nie jest diagonalizowalna?
. 3 6

b) Niech A = [ 13 }

Podaé¢ macierze: D diagonalna oraz C odwracalna takie, ze D = C~1AC

a) Nie moze by¢ takiej macierzy. Na wyktadzie zostalo podane twierdze-
nie, orzekajace, ze jesli macierz stopnia n (tzn. n X n) ma n réznych pier-
wiastkow wielomianu charakterystycznego (wartosci wlasnych) to macierz
jest diagonalizowalna.

b) traktujemy A jako macierz endomorfizmu R? w bazie standardowe;j.

- A 6 9

1 8_)\]—)\—11)\—1-
30 = (A—5)(A—6). Stad endomorfizm ma dwie wartosci wltasne A\; = 5, Ay =
6. Przestrzen wlasna V) jest opisana ukladem rownan liniowych jednorod-

Wyznaczamy wielomian charakterystyczny det {

-1 3
nym tego uktadu jest 1 = 3x2 czyli jako jej baze mozna wzigé¢ uktad ztozony
z wektora (3, 1). Podobnie za baze V() mozna wzia¢ wektor (2,1). Ustawia-

nych, ktérego macierza wspotczynnikéw jest [ ] . Rozwiazaniem ogdl-

2 } i uwzgled-

jac te wektory jako kolumny otrzymujemy macierz C' = [ 11

niajac odpowiadajace im wartosci wlasne macierz diagonalng D = [ g g ] .

Zadanie 3.
W R3 zadana jest baza A, a w R? zadane sa bazy B , C przy czym

M(id)§ = [ g i Przeksztalcenie liniowe ¢ : R3 — R? zdefiniowano
2 6 1

: B _

macierzag M (¢)3 = [ 110 ]
C D2 - D 0 00
a) Czy istnieje taka baza D przestrzeni R*, ze M ()5 = 00 o0l

b) Znalezé macierze M (id)E oraz M(p)S.

a) Nie. Jesliby ¢ mialo w jakiej$ bazie macierz z samych zer, znaczytoby
to, ze jest przeksztalceniem zerowym, tzn. przyporzadkowujacym kazdemu
wektorowi wektor zerowy przeciwdziedziny. Lecz wtedy ¢ mialoby macierz
zerowa w dowolnych bazach.

b) Z twierdzen podanych na wykladzie mamy M (id)8 = (M(id)%)~! =

[—12 _31]OraZM(‘p)g_M(id)%M(@i_[2 iH? ? (1)]_{5 13 2

Zadanie 4.



a) Czy dla kazdych macierzy odwracalnych B,C € M, «,(R) macierz
BC jest odwracalna?
1t 4
1 2 0 |, zalezna od parametru t € R.

3 7 4

Okresli¢, dla jakich wartosci parametru ¢t € R macierz ta nie jest odwracalna.

a) Przypomnijmy, ze macierz M jest odwracalna < det M # 0. Zatem,
korzystajac z twierdzenia Cauchy’ego det(AB) = det Adet B # 0. Czyli AB
jest tez odwracalna.

b) det Ay = 8 +28 —24 — 4t = 12 — 4t = 0 & t = 3. Macierz nie jest
odwracalna tylko dla ¢ = 3.

Zadanie 5. Dany jest endomorfizm ¢ : R? — R3, zalezny od parametru
t wzorem ¢((z1,z2,x3)) = (41 + z2 + 223,621 + 322 + ta3, 623).

a) Znalez¢ wartosci wlasne ¢ oraz bazy odpowiednich podprzestrzeni
wlasnych dla ¢ = 0.

b) Okresli¢ zbior tych wartosci t € R, dla ktérych istnieje baza R3 zlozona,
z wektorow wtasnych endomorfizmu .

b) Zadano macierz A; =

S W =
S+ N

4
a,b) Macierz edomorfizmu w bazie standardowej jest M = | 6
0

Obliczamy wielomian charakterystyczny det(M —\I) = (A2—TA+6)(6—\) =
(6 — A)2(A —1). Mamy dwie wartosci wlasne A\; = 6 (podwojna) i Ay = 1.
Niezaleznie od ¢ dimV(;) = 1 natomiast dimV(s) zalezy od rzedu macierzy

-2 1 2
M —6I = 6 -3 t
0 0 O

Rzad ten wynosi 1 dlat = —6 oraz 2 dlat # —6. W pierwszym przypadku
dimVg =3 — 1 = 2 oraz dimVy = 3 — 2 = 1 w drugim przypadku. Tylko w
pierwszym przypadku, czyli dla ¢ = —6 suma wymiaréw przestrzeni wlasnych
wynosi 3 =dimR3. Tylko wtedy mamy baze R? zlozona z wektoréw wlasnych
¢. Dlat = 0 V{y) opisana jest ukladem réownai liniowych jednorodnych o

3 1 2
macierzy wspolczynnikow M — 1T = | 6 2 0 |. Rozwiazanie ogélne tego
0 0 5

uktadu to z9 = —3x1, 3 = 0, stad jako baze mozna wzia¢ wektor (1,—3,0).
Podobnie, rozpatrujac M — 61 otrzymujemy xo = 2x1,x3 = 0. Czyli za baze
Vs mozna wzia¢ wektor (1,2,0).



1 21 3 1 10 5 8
Zadanie 6. Dane sa macierze:B; = g 2 :;) Z 0= 8 8 (2) ;
4 6 5 10 0.0 01

a) Dla jakiego t € R zachodzi det B, = —12.
b) Obliczyé¢ det(C—(CT)?)

Po poddaniu macierzy B; operacjom wierszowym ws— 3w1, w4 — 2w —Ws

1 2 1 3

. . L . 2 2 3 2
(operacje te nie zmieniaja wyznacznika) mamy det By = det 00 t—3 —5

0 0 0 2

—2-2(t — 3) (korzystamy z tego, ze macierz dzieli si¢ na 4 bloki, z ktorych
lewy dolny to macierz zerowa). Otrzymujemy —4(t — 3) = —12. Stad ¢t = 6.

b) Macierz C jest trojkatna, zatem detC = 1-5-2-1 = 10 (iloczyn
wyrazow na przekatnej). Zatem det(C—5(CT)%) = det C*~ = 10* = 10000
(skorzystalismy ze wzoréow: det(AB) = det Adet B, det(A™) = (det A)",
det(AT) = det A)

Zadanie 7. W R? zadano plaszczyzne H opisang réwnaniem 2x; +
x9 — x3 = 0 oraz punkty P = (1,0,0) i @ = (0,1,0). Niech M oznacza
plaszczyzne rownolegta do H, przechodzaca przez P.

a) Znalez¢ rownanie opisujace plaszczyzne M oraz jej parametryzacje.

b) Poda¢ parametryzacje prostej L prostopadlej do M i przechodzacej
przez Q. Obliczy¢ rzut prostopadly () na M.

a) Za rownanie opisujace M mozna wzia¢ rownanie 2z1 + xo — x3 = 2
o tych samych wspoétczynnikach co réwnanie opisujace H przyjmujac wyraz
staly taki by punkt P spelnial to réwnanie. Po przeksztalceniu tego row-
nania do jego rozwigzania ogblnego np. xo = 2 — 2x1 + x3 mozemy po-
da¢ parametryzacje, zastepujac zmienne wolne parametrami: 1 = s,x9 =
2 —2s + t,xg = t, gdzie s,t € R. Mozna tez te parametryzacje podaé w
postaci wektorowo - punktowej:M > p = (0,2,0) + s(1,—-2,0) + ¢(0,1,1)
gdzie s,t € R. Prosta poniewaz H+ = lin((2,1,—1) zatem L = (0,1,0) +
lin((2,1,—-1)), skad mamy parametryzacje L > p = (0,1,0)+¢(2,1,—1), lub
tez z rozpisaniem na pozycje: 1 = 2t,xo = 1+1t,x3 = —t, gdzie t € R. Rzut
@ na M najlatwiej wyznaczy¢ jako punkt przeciecia L z M. W tym celu
podstawmy parametryzacje L do rownania M: 2(2t)+(1+t)—(—t) = 2 czyli
t =1/6, zatem szukany rzut to (0,1,0) +1/6(2,1,—-1) =(1/3,7/6,—1/6)

Zadanie 8.

Okreslono zadanie programowania liniowego: 3x3 4+ 3x4 + 225 — min
1 4o 23 +224 =4

;> 1
211 +3x3 +3r4 +x5 =10 oraz ; 2 0 dla

przy warunkach {



i=1,...,5

a) Okresli¢ czy zbiory By = {1,2}, Ba = {3,4}, B3 = {2,5} sa bazowe.
Dla tych z nich, ktore sa bazowe zbadaé¢ czy odpowiadajace im rozwiazania
bazowe sa dopuszczalne.

b) Rozwigza¢ podane zadanie programowania liniowego metoda sym-

pleks.
112 20
2 0 3 31
{3,4} nie jest bazowy, gdyz kolumny 3 i 4 nie sa liniowo niezalezne (a nawet
takie same). Poniewaz kolumny 1 i 2 saliniowo niezalezne wiec By = {1,2}
jest bazowy. Rozwiazanie bazowe otrzymamy przyjmujac zmienne niebazowe
r3 = x4 = x5 = 0. Stad 221 = 10,21 + 9 = 4 czyli 1 = 5,290 = —1.
Jest to wiec rozwiazanie niedopuszczalne, bo pojawily sie ujemne wartosci
zmiennych. Dla zbioru bazowego B3 = {2,5} mamy zo = 4,25 = 10,21 =
x3 = x4 = 0 czyli rozwiazanie bazowe to (0,4,0,0,0, 10).

b) Mozemy zacza¢ rozwiazywanie metoda sympleks od bazowego do-
puszczalnego rozwiazania (0,4, 0,0,0,10) odpowiadajacego Bs = {2,5}. Za-
piszmy funkcje celu przy pomocy zmiennych niebazowych traktowanych jako
zmienne wolne w rozwiazaniu ogbélnym: zo = 4 — x1 — 223 — 224,25 =
10 — 2x1 — 323 — 3x4. Czyli funkcja celu zapisze sie f = 3x3 + 3x4 +
25 = 3x3 + 314 + 2(10 — 2z — 33 — 31’4) =20 —4x1 — 3x3 — 3x4. Z
tego zapisu wida¢, ze funkcja celu ma warto$é 20 w poczatkowym punkcie
bazowym dopuszczalnym. Widaé réwniez, ze mozemy obnizyé te wartosé
wprowadzajac nowag zmienng bazowa. Kierujac sie tym, ze wspotczynnik
przy x1 w zapisie funkcji celu jest najnizszy i ujemny przyjmujemy z; jako
nowg zmienng bazowa. Musimy roéwniez zdecydowaé, ktéra z dotychcza-
sowych zmiennych bazowych stanie sie niebazowa. Jedyny mozliwy wybor
dajacy nowe rozwiazanie bazowe dopuszczalne to xo. Zatem nowy zbiér
bazowy to {1,5}. Wyznaczamy z pierwszego réwnania w rozwiazaniu ogol-
nym x1 = 4 — xo — 2x3 — 2x4, wstawiam w zapisie funkcji celu f = 20 —
4(4 — z9 — 223 — 2x4) — 3x3 — 314 = 4 + 4z + Sx3 + Hry. Stad widad,
ze W nowym rozwigzaniu bazowym f = 4 i nie mozna juz zmniejszy¢ tej
wartosci, bo wszystkie wspotczynniki sa > 0. Obliczamy to rozwiazanie
bazowe: x5 = 10 — 2(4 — 29 — 2w3 — 2x4) — 3x3 — 314 = 2+ 229 + 3 + T4.
Czyli szukane rozwiazanie bazowe to (4,0,0,0, 2).

a) Macierza wspotczynnikow uktadu jest { } . Zbior By =



