Kolokwium z matematyki

20 kwietnia 2012

kod 110101.

1. Zadano funkcje R? — R wzorem f(x,y) = 239> + xIn(3x —y + 1) +
T — 2y.

a)Znalez¢ kierunek najszybszego wzrostu f w punkcie P = (1,3) oraz
wyznaczy¢ tempo tego wzrostu w P.

b) Znalez¢ rownanie plaszczyzny stycznej do wykresu f w punkcie (1, 3,4)

Rozwiazanie: a) kierunek najszybszego wzrostu to gradient, zas tempo
tego wzrostu to dtugosé gradientu. Mamy: % =322y + In(3x —y + 1) +
3v/(3x —y+ 1) + 1 oraz %5 = 223y — 2/(3z — y + 1) — 2, skad gradient
VF(1,3) = (3L(1,3), 55 (1,3)) = (31,3) zas tempo to V312 + 32 = v/970.

b) Wzér na réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu f w punkcie
(20, Yo, 20), gdzie 2o = f(P) = f(zo,y0) jest

z=2z0+ % (P)(x—xo)+ % (P)(y—yo). Podstawiajac obliczone wartosci
w a) mamy: z =4+ 31(z — 1) + 3(y — 3). Po uproszczeniu mamy réwnanie
z = —26 + 31z + 3y.

2. Na plaszczyznie R? okreslono f : R? — R wzorem f(z,y) = 23 +
3zy? + 322y — 3x. Prosze znalezé punkty krytyczne f (tzn. te punkty R®, w
ktorych zeruje sie gradient f), obliczy¢ macierz drugich pochodnych
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Okresli¢ ktore z punktow krytycznych funkcji f sa punktami ekstremum
lokalnego i jakiego typu.

Rozwigzanie: W punktach krytycznych obie pochodne czastkowe f przyj-
muja wartos¢ 0. Mamy: % = 322 + 3y? + 6xy — 3 oraz % = 6y + 322
Przyréwnujac obie pochodne czastkowe do 0 otrzymujemy uktad réwnan:

3224+ 3y? +6zy—3 =0
6y + 322 =0



Zapisujac drugie rownanie w postaci 3x(2y + x) = 0 otrzymujemy 2 moz-
liwosci, I: * = 01 II: * = —2y. Podstawiajac I do pierwszego réwnania
mamy 3y> —3 = 0 czyliy = 1 lub y = —1, skad mamy pare punktow
krytycznych Py = (0,1) oraz P» = (0,—1). Podstawiajac II do pierwszego
réwnania mamy 12y% + 3y — 129> — 3 = 0 co da pare punktoéw krytycznych
Py = (—2,1) 1 Py = (2,—1). Rozniczkujac pochodne czastkowe pierwszego
rzedu otrzymujemy pochodne czastkowe 2 rzedu: g%ﬁ = 6x + 6y, 2275 = 6z,

2f _ 9*f
oxdy ~—  Oyox
[ 6x 4+ 6y 6x 4 6y

= 6z + 6y. Zatem macierz drugich pochodnych ma postaé

] . Jesli oznaczymy elementy macierzy drugich pochod-
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nych g%’; 85128; ] = [ cC D ], to mozemy rozstrzygnaé jakiego typu
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jest dany punkt krytyczny, o ile liczba ( wyznacznik macierzy) AD—BC # 0.
Dla punktu Py mamy AD—BC =6x0—6x6 = —36 < 0, czyli w P; nie ma
ekstremum. Podobnie w P, nie ma ekstremum. Natomiast w P3 zachodzi
A= —6<0, AD— BC = —6 x (—12) — (=6) x (—6) = 36 > 0, zatem
w P53 jest maksimum lokalne = f(P3) = 4. W Py mamy zas A = 6 > 0 i
AD — BC =36 > 0, czyli jest tu minimum lokalne = f(Py) = —4.

3. Zadany jest uktad réwnan:

T1+xo+x3—24+25=06
201+ 20+ 23+ T4+ 25 =1
4x1 4+ 4xo + 303 — x4 + 325 = 1

gdzie parametr t € R.
a) Prosze zbada¢ metoda macierzowa dla jakich wartosci t € R uktad ten
jest niesprzeczny
b) Prosze znalezé zbior rozwiazan tego uktadu metoda macierzowa, dla
tych wartosci ¢, dla ktérych ukitad jest niesprzeczny. Odp. Tworzymy
111 -1 1 6]
macierz uktadu | 2 2 1 1 1 ¢ |. Przeksztalceniami wierszowymi
4 4 3 -1 3 1
wo — 2w1, w3 — 4wy oraz wsg — wo sprowa_hdzamy te macierz do postaci schod-
11 1 -1 1 6
kowej | 0 0 -1 3 —1 t—12 |, z ktorej odczytujemy, ze uktad
00 0 0 0 -—-11-t¢
jest niesprzeczny jedynie dla —11 —¢ = 0 czyli t = —11. Przyjmujac
te warto$¢ ¢t sprowadzamy macierz przeksztalceniami (—1)wg, w1 — we do




110 2 0 -17
postaci schodkowej zredukowanej | 0 0 1 —3 1 23 |, z ktorej od-
000 0O 0 O
czytujemy rozwigzanie ogblne r1 = —17 — x9 — 2z4,x3 = 23 4+ 314 — x5,
w ktérym zmienne wa, x4, x5 pelnia role parametréw. Zbior rozwiazan to
{(—17 — X9 — 224,792,233 + 324 — x5,x4,x5) 1 X9,T4,T5 € R}.
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4. Zadana jest macierz A= | 2 2 1 1 -1
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a) Wybra¢ sposrod kolumn macierzy A baze przestrzeni R(A) rozpiete]
na kolumnach A i przedstawié¢ pozostate kolumny jako kombinacje liniowe
wybranych bazowych. Jaki jest rzad macierzy A?

b) Znalez¢ baze przestrzeni N(A) C R opisanej rownaniem A[z1, z2, T3, 4, 5] =
[O,(),O]T. Sprowadzamy macierz wspotczynnikéw A do postaci schodkowej
zredukowanej ciggiem przeksztatceri wierszowych: wo—2w1, w3 —4wr, w3y —wo

110 1 =2
oraz wi —wsp otrzymujac | 0 0 1 —1 3 |. Stad mozemy w macierzy
000 0 O
A przyjac¢ kolumny K7, K3 jako bazowe (przez K; oznaczylismy kolejna ko-
lumne o numerze i macierzy A). Przy tym pozostale kolumny mozna za-
pisa¢ Ky = K1, Ky = K1 — K3 oraz K5 = (—2)K; 4+ 3K3. Rzad macierzy
A to dimR(A) =rankA = 2. Wymiar przestrzeni zerowej N(A) to zatem
5 —rank(A) = 3. Pewna baze N(A) wyznaczymy z rozwiazania ogolnego

T = —x2 — x4 + 225,23 = x4 — 3r5. Baza ta sklada sie z trzech wektorow
{v1,v9,v3}. Przyjmujac 2o = 1,24 = 25 = 0 dostajemy v; = [—1,1,0,0,0]".
Przyjmujac 2o = 25 = 0,24 = 1 mamy vy = [—1,0,1,1,0]". Kladac
r9 = x4 = 0,75 = 1 otrzymujemy v3 = [2,0,—3,0,1]T.
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Do samodzielnego rozwigzania

kod 1101011.

1. Zadano funkcje R? — R wzorem f(x,y) = 23y?+yIn(z+2y+1)+2+y.
a)Znalez¢ kierunek najszybszego wzrostu f w punkcie P = (2,—1) oraz
wyznaczy¢ tempo tego wzrostu w P.

b) Znalez¢ rownanie plaszezyzny stycznej do wykresu f w punkcie (2, —1,9)

2. Na plaszczyznie R? okreglono f : R? — R wzorem f(z,y) = y> + 22 +
49% + 4xy + 22 + y. Prosze znalezé punkty krytyczne f (tzn. te punkty R3,
w ktorych zeruje sie gradient f), obliczy¢ macierz drugich pochodnych
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Okresli¢ ktore z punktow krytycznych funkcji f sa punktami ekstremum
lokalnego i jakiego typu.
3. Zadany jest uktad réwnan:

T+ 210+ 3x3 — T4+ 25 =3
201 4+ 310+ x3 — T4+ 225 =t
4xq + Txo + Tx3 — 3x4 + 425 =1

gdzie parametr t € R.
a) Prosze zbada¢ metoda macierzowa dla jakich wartosci t € R uklad ten
jest niesprzeczny



b) Prosze znalezé zbior rozwiazan tego uktadu metoda macierzowa, dla
tych wartosci ¢, dla ktoérych uktad jest niesprzeczny.
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4. Zadana jest macierz A= | 3 -3 2 1 -1
5 =5 4 1 1
a) Wybra¢ sposréod kolumn macierzy A baze przestrzeni R(A) rozpiete]
na kolumnach A. Przedstawié¢ pozostate kolumny jako kombinacje bazowych.
Jaki jest rzad macierzy A7
b) Znalezé baze przestrzeni N(A) C R® opisanej rownaniem A[zy, xo, 23, 4, 25] | =
[0,0,0]T.
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Kilka podobnych zadan:

1. Zadano funkcje R? — R wzorem

flz,y) =In(z +y —2) +2y° —y.

a)Znalez¢ kierunek najszybszego wzrostu f w punkcie P = (2,1) oraz
wyznaczy¢ tempo tego wzrostu w P.

b) Znalez¢ rownanie plaszczyzny stycznej do wykresu f w punkcie (2,1, 1)

2. Na plaszczyznie R? okreslono f : R? — R wzorem f(x,y) = 23 +
422 4+ y% + 42y + 92 + 6y. Prosze znalezé punkty krytyczne f (tzn. te punkty
R3, w ktorych zeruje sie gradient f), obliczy¢ macierz drugich pochodnych
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Okresli¢ ktore z punktow krytycznych funkcji f sg punktami ekstremum
lokalnego i jakiego typu.
3. Zadany jest uktad réwnan liniowych z 4 niewiadomymi:

T1+x9+2x3—x4 =1
201 +To —x3 + 14 = 2
41 +3x0+ 33 —24 =11

gdzie parametr t € R.
a) Prosze zbada¢ metoda macierzowa dla jakich wartosci t € R uklad ten
jest niesprzeczny



b) Prosze znalezé zbior rozwiazan tego uktadu metoda macierzowa, dla
tych wartosci ¢, dla ktoérych uktad jest niesprzeczny.
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4. Zadana jest macierz A = 50 4 1 3
11 -1 1 3

a) Wybraé¢ sposrod kolumn macierzy A baze przestrzeni R(A) rozpietej
na kolumnach A. Przedstawié¢ pozostale kolumny jako kombinacje bazowych.
Jaki jest rzad macierzy A?

b) Znalezé baze przestrzeni N(A) C R® opisanej rownaniem Az, o, 23, T4, 5] | =
[0,0,0,0] .



