Zadania przygotowujace do 2 kolokwium,
Matematyka 2

1 czerwca 2017r.

Zadanie 1. Zadano macierz A € M,,, oraz kolumny b, b'.
a) okresli¢ rzad r(A)
T
b) Zbadaé, czy ktorys z ukladow AX = b, AX =1V, gdzie X =
L,
jest niesprzeczny. Jesli jest, to zapisaé jego rozwigzanie ogélne w postaci
X =u+tiv1 + -+ tpvp, gdzie p = n —r(A) i kolumny vy,. .., v, tworza
uktad liniowo niezalezny.

2 6 -1 0 5 1 3
A)A=126 2 3 2|,b=|1/|, =10 1|. Poniewaz oba
26 1 2 3 2 1

uktady maja te sama macierz (wspolczynnikow) mozemy je rozwiazaé "

na raz". Utworzymy najpierw macierz A|b|b’ o 7 kolumnach i 3 wierszach
26 -1 05 1 3

poprzez dopisanie do macierzy A kolumn bib: [ 2 6 2 3 2 1 0
26 1 2 3 21

Poddamy ja operacjom wierszowym wg—w1, ws—w1, nastepnie 1/2w1, 1/3ws, 1/2ws

13 —1/2 0 28 1/2 13

oraz ws—ws otrzymujac macierz w postaci schodkowej | 0 0 1 1 -1

0 0 0 0 0

z ktorej wnosimy, ze uktad z kolumng b stalych jest sprzeczny, natomiast z

kolumng stalych b jest niesprzeczny. Usuwamy wobec tego kolumne 6 i
13 -1/2 0 28 13

macierz | 0 0 1 1 —1 —1 | operacja wy + 1/2ws sprowadzamy
0 0 0 0 0 O

130 1/2 2 1
do postaci schodkowej zredukowanej | 0 0 1 —1 0 —1 |. Widaé z
000 0O 0 O

0
1/2

-1
0



tej macierzy, ze r(A) = 2 i, ze x1 i x3 mozemy wybra¢ jako zmienne za-
lezne, natomiast pozostale zmienne jako zmienne wolne (parametry) ktore
oznaczymy t1 = xa,to = x4,t3 = T5 zapisujac rozwiazanie ogdlne w postaci

I 1-— 3t1 - %tg - 2t3 1 -3
) t1 0 1
kolumny X = | z3 | = -1+t = =1 |4+t 0 +
T4 to 0 0
xIs t3 0 0
—1/2 -2
0 0
to 1 + t3 0 |[. OtrzymaliSmy wiec poszukiwane przedstawie-
1 0
0 1

nie rozwiazania ogblnego X = u + tjv; + tove + t3vz, w ktérym kolumny
u, v1, V2, v3 powstaly przez kolejne wytaczanie statych, a nastepnie wspotczyn-
nikéw przy ti1, to i t3.

Zadanie 1°. 1. Zadany jest ukltad réwnan z czterema niewiadomymi:

r1+a2 -3 — w4 =—1
U z1+202+23+24=3
3z + 4zy — x5 — x4 = 12

a) Okresli¢ zbior wartosci ¢ € R, dla ktorych uktad powyzszy jest niesprzeczny.

b) Sprawdzi¢, ze dla ¢ = 2 uklad U; jest niesprzeczny, znalezé¢ jego
rozwiagzanie ogolne, oraz zapisal jego rozwiazanie ogdlne w postaci X =
u+tiv1 + - - + tpvp, gdzie kolumny v, ..., v, tworza uklad liniowo nieza-
lezny.

2 11 -1 2
Odp. a) Tworzymy macierz uktadu | 1 0 1 1 1 |. Kolejnymi
413 1 ¢

operacjami wierszowymi wy < ws, wg — 2wy, w3 — 4wy, w3 — wy sprowadzamy
10 1 1 1
ja do postaci schodkowej (a nawet schodkowej zredukowanej) | 0 1 —1 -3 0
00 0 0 t*—4
Kryterium niesprzecznoéci uktadu jest nastepujace: po sprowadzeniu macierzy
uktadu do postaci schodkowej nie moze by¢ elementu wiodacego w ostatniej
kolumnie (kolumnie wyrazéw wolnych). Zatem, w naszym przypadku uktad
jest niesprzeczny < t? — 4 = 0 czyli szukany zbioér wartosci ¢ to {—2,2}.
b) dla ¢ = 2 mozemy skorzysta¢ z uzyskanej macierzy w postaci schod-
T1+x3+rs=1

kowej zredukowanej i sczyta¢ odpowiedni uktad rownowazny ,
Tro9 — T3 — 3334 =0



ktory przeksztalcimy do postaci rozwigzania ogélnego. Poniewaz wyrazy
wiodace w macierzy w postaci schodkowej sa w kolumnach nr. 11 2, zatem
Ir = 1-— Ir3 — T4
Tg = x3 + 324
parametry (zmienne wolne) t; = x3,t2 = x4 Stad kolumna reprezentujaca
rozwigzanie ogélne ma postaé:

wybieramy x; i o jako zmienne zaleZne:{ Oznaczmy

I 1-— tl - tg 1 -1 -1
N I t + 3t2 10 1 3
X=| = =l g+t 1 | Tt g
Ty 0 0 1
1 00 -1
00 0 1 1 L
Zadanie 2. Niech B = 9 0 1 -9 a) Obliczy¢ B™". b) Rozwiaza¢
010 O
Tl bl
— —
uktad réwnan BX = b, gdzie X = ? dla dowolnego b = 22
3 3
T4 b4

Odp. Do znalezienia B~! uzyjemy algorytmu opierajacego sie na przeksz-
talceniach elementarnych wierszowych. Tworzymy “dtugg” macierz B’, pow-

1 00 -1 1
.. . ) . , 000 1 O
stata przez dopisanie do B macierzy jednostkowej Iy, B’ = 5 0 1 -2 0
010 0 O
Przeksztatceniami ws —2wq, a nastepnie wy <> wy sprowadzamy ja do postaci
100 -1 1 00O
.0 1.0 0 0O 0 01 i
schodkowej 001 0 -2 01 0 , ktoéra sprowadzamy przez wy+
000 1 0O 1 00
1 000 1 100
) ) ) 01 00 0 0O0°1
wy do postaci schodkowej zredukowanej: C = 0010 -2 010

0001 0 10O

)

"Lewa potowka” tak wyznaczonej macierzy C to Iy, oznacza to, ze "prawa

1 1 00
potowka” C to B~! = _02 8 (1) (1] (mozemy sprawdzi¢ poprawnosé
0 1 00

obliczen mnozac otrzymang "prawa poléwke” przez B. Powinnismy otrzymac
macierz jednostkowa). Uzyjemy otrzymanej macierzy B~ do rozwiazania

O O = O
o= O O
= o o O



_>
uktadu BX = b. Mnozac bowiem (z lewej strony) obie strony tej réwnosci

1 1 100
przez B! otrzymujemy X = B_1? czyli X = ii = _02 8 g) (1)
x4 0 1 00
b1 b1 + b2
by | by
b3 o —2b1 + b3
by ba

Zadanie 3. Przypomnijmy podstawowe wzory algebry macierzy : (A +
B)(C+D)=AC+AD+BC+BD, a(AB) = A(aB), gdzie A, B to macierze
za$ a € R, (AB)T = BTAT, (AB)™! = B71A~l, (A")™ = A" A"A™ =
Amtn (AT = (A™)T gdzie dla A odwracalnej n,m moga przyjmowaé
réwniez dowolne wartodci catkowite. Nalezy pamictaé¢ jednak, ze mnozenie
macierzy nie jest przemienne, czyli na ogot (czyli poza specjalnie dobranymi
A iB) mamy AB # BA oraz (AB)" # A"B". W szczeg6lnosci musimy
uwzgledniaé przy rozwigzywaniu réwnan macierzowych , z ktérej strony
mnozymy obie strony rownosci (przy "skracaniu"). Przyktady: a) niech A =
[ 3 Z }, B = [ (1] _11 g } Rozwiazaé¢ rownanie macierzowe A(3X) =
AT2X + B, gdzie X oznacza niewiadoma macierz 2 x 3 (czyli o 2 wierszach
i trzech kolumnach). Odp. Odejmujac od obu stron réwnosci AT2X otrzy-
mujemy 3AX —2ATX = B czyli (34 —2AT)X = B *). Oznaczmy macierz

3A—2AT:3{§ i]—2{§ 121}:[3 i]:D. Ma ona wyznacznik

det D =2-4 =8 # 0, jest wiec odwracalna, i macierz D! = § é _25 } =
[ 1(/)2 1_/%1 } . Mnozac obie strony réwnosci *) z lewej strony przez D!
v <= =0 A3 8]
b) Niech A bedzie taka macierza, ze A~1 = [ _2 1  Znalezé macierz
(A™)TA)T4)~. Odp. Mamy (A™)TA)TA)~ = (AT((A™)T)TA)~! =
(ATATLA) = (A7) = (A7) = § )

Zadanie 4. Wlasnosci wyznacznika: det(AB) = det Adet B, det AT =
det A, det A™ = (det A)", det(aA) = a™det A, gdzie A jest macierza n X

11 5
14 1)2

|



10 2 4

. . . 1 3 3 4 )

n i a jest liczba. Przyklady: Niech A = 3 3 _1 4 | %08 B =

36 0 1

1 29 33 14

0 3 31 47

0 0 -1 41 |’

0 0 0 1

Obliczy¢ det A oraz d) obliczy¢

det((BT - B)?) Odp. Wiemy, ze przeksztalcenia elementarne macierzy
polegajace na dodaniu do wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbe
nie zmieniaja warto$ci wyznacznika, za$ przeksztalcenie polegajace na za-
mianie wierszy macierzy zmienia warto$¢ wyznacznika na liczbe przeciwna
(czyli zmienia znak wyznacznika). Zastosujmy do macierzy A przeksztalce-
nia w3 — 2w; — we oraz wy — w1 — 2wy (mozemy naraz wykonaé kilka oper-
acji, o ile nie zmieniamy w ich trakcie wierszy, ktérych wielokrotnosci doda-

1 0 2 4
. 13 3 4 . . .
jemy). Mamy det A = det 00 -8 -8 | Macierz po prawej stronie
0 0 -8 -—11

ma strukture blokowa [ ﬁ IC) } , gdzie 0 oznacza blok ztozony z zer. Wyz-

nacznik takiej macierzy to det B det D, zatem det A = det [ 1 g ] det [ :2
3-24 = 72. d) Wyznacznik macierzy B mozemy obliczyé¢, korzystajac
z nastepujacych ogodlnych zaleznosci: det(XY) = det X detY, det X" =
(det X)™, det X T = det X. Stad det((BT - B)?) = (det B - det B)? = det B*.
Macierz B jest gornie trojkatna (elementy ponizej przekatnej sa 0), czyli jej
wyznacznik to iloczyn element6w na przekatnej. Mamy wicc det((BT-B)?) =
(1-3-(=1)-1)*=(=3)* =381.

1 3 -1
Zadanie 5. Niech A, = | 0 2 ¢t |, gdziet € R.
2 1 1

a) Okresli¢ dla jakich wartosci ¢ € R macierz A; jest odwracalna. b)
Znalez¢ taka wartos¢ t € R, aby w macierzy A, ! Jiczba w 1 wierszu i 3
kolumnie byta réwna 2. Odp. a) Wiemy, ze macierz A; jest odwracalna
(tzn. ma macierz odwrotng A;') < detA; # 0. Poniewaz det A; =
2+4+6t+0—(—4) —0—t = 6+ 5t zatem musimy rozwiaza¢ nier6wnosc¢
6 + 5t # 0. Czyli macierz A; jest odwracalna < t # —%. b) Jesli oznaczymy
¢i; element macierzy A, ! W wierszu nr ¢ i kolumnie nr j, to zachodzi nastepu-



jacy wzor ¢;; = ﬁ(—l)”j det Ay, gdzie A(j;) oznacza macierz powstala
z Ay przez usuniecie wiersza nr j i kolumny nr i. Zatem otrzymu-

. 3 —1
jemy ci3 = #At(—l)l—i_?’ detA(31) = ﬁdet |: 9 ¢ :| = ﬁ(3t+2). Z

warunkow zadania mamy do rozwigzania réwnosé cj3 = 2 czyli %(3154—2) =

6+
. . _ . _ 10
2. Otrzymujemy wigc 3t +2 = 124 10t czyli t = —=.

Cw. Kilka dodatkowych ¢wiczeri: Obliczyé macierze odwrotne do macierzy:
21 00 2
8 _01 ? 1 10001 2 10
A= ,B=]10 001 0],C=1]1 1 1 |.Obliczy¢
1 0 2 3
3 0 6 10 00100 01
00 3 01
det(C¥(CT)~9)
0 -2 4 -—1 0 1 0 3 -1
1 0 -3 1 1 -2 0 0 O
Odp.A~1 = ,B'=10 0 0 1 0 [,
o 1 3 -1
0 0 -3 1 0 0 1 0 O
0 0 0 =3 1

1/4 —1/4 1/4
cl=1| 1/2 1/2 —1/2 |. det(C3(CT)5) =16
—-3/4 3/4 1/4



