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Zadanie 1 Stopa procentowa wynosi 10% . Jakg sume dostane po 3
latach, jesli ulokowatem Ky = 10000 zt

a) przy corocznej kapitalizacji odsetek b) przy ciagtej kapitalizacji ¢) jak
dhugo musze czekaé na potrojenie kapitatu przy ciagtej kapitalizacji odsetek.

Odpowiedz: a) stosuje sie wzor na kapital koncowy K, = Ko(1 + r)",
gdzie r— stopa procentowa wyrazona ulamkiem, n-liczba lat. Zatem K3 =
Ko(1+0,1)3 = 10000 - 1,331 = 13310.

b) Mamy wzor K,, = Koe™, czyli K3 = 10000 - €%!3 = 10000 - 3 ~
10000 - 1, 3498 = 13498

¢) Rozwiazujemy roéwnanie e
10ln3 ~10-1,09 ~ 11.

Zadanie 2. Prosze obliczyé¢ granice:Jesli mamy w liczniku i mianow-

niku sume wyrazow — +o0o to wyltaczamy jako czynnik sktadnik "najszyb-

iei daz ’ . 34243432241 4(342/x3+3/x%+1/z*
ciej dazacy” — oo. Przyklady: #3002 = ”;4((4+1/ T2 +({fgx) /;i)) — 3/4

5-(3,5)%4+2¢190 _ (3,5)%(5+22199/(3,5)%)
- 235 fsmz . (35)°(2tsma/(3.5)7) 5/2 (.i.la L= oo Sko-
rzystaliSmy z tego, ze mamy “hierarchie” wzrostu funkcji: f ograniczona,

f(z)=log,xzdlaa>1, f(z) =b" dlab>1 (dla b’ > b bardziej na prawo),
f(z) =¢* dla ¢ > 0 (dla ¢ > ¢ bardziej na prawo) w nastepujacym sensie:
jesli g jest na prawo od h to h(x)/g(x) — 0 przy z — oo.

Prosze obliczy¢ granice:

In(1-3z) H ;. -3 —
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z In(1+sinz)
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c) limx_,o(ex—i—Qa:)% = lim,_,g en(e"+22))/z — lim(In(e”+22))/z — ¢3 odzje
osobno policzylismy granice wykladnika z reguty de L’Hospitala lim,_,o(In(e*+
2x))/x = lim,_ (ln(eg;if%)), = lim,_,o e’j,:fx =3

Zadanie 3. Prosze obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji: a) sin 2 In
b) log,2,1(cosx + x), ¢) arctan(In(sinx)), d) (3z + 22)@+D?  odpowiedz a)

coszInz+ 2L b) korzystamy ze wzoru log, b = %, zatem (log,2_ {(cosz+

Oln = 3 czyli 0,1n = In3 zatem n =

dla x — oo,

a) limg,_,0

b) limx_,o
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Zadanie 4. Okreslona jest funkcja f : D — R wzorem f(z) = z* —
822 + 3 na zbiorze D = [—1, 3]. Prosze uzasadni¢, ze przyjmuje ona wartosé
najwieksza i najmniejsza, a nastepnie znalez¢ te wartosci.

4’.Okreslona jest funkcja f : D — R wzorem f(z) = 2% — 6|z — 2| na
zbiorze D = [—2,4]. Prosze uzasadnié¢, ze przyjmuje ona warto$¢ najwicksza
i najmniejsza, a nastepnie znalezé¢ te wartosci. Rozwiazanie. Funkcja f jest
ciagta i okreslona na przedziale domknietym, zatem na mocy twierdzenia
Weierstrassa osigga zaréwno wartos¢ najwieksza jak i najmniejsza. Wartosci
te funkcja moze osiagnaé a) na krancach przedziatu b) w punktach wewnatrz
przedzialu w ktorych pochodna f przyjmuje wartosé 0, ¢) w punktach w
ktorych nie ma( lub moze nie by¢) pochodnej. W przypadku f jedyny taki
punkt to 2, w ktéorym wyrazenie pod znakiem modutu zmienia znak. Dla
r € (—2,2) mamy f(x) = 2%+ 6(x — 2) czyli f'(x) = 22+ 6 czyli f'(x) #0
w tym przedziale. Dla x € (2,4) mamy f(z) = 2% — 6(z — 2), czyli f'(x) =
2x — 6, zatem f'(x) = 0 jedynie dla 2 = 3. Obliczamy: a) f(—2) = —20,
f(4) = 4b) f(3) = 3,c) f(2) = 4. Zatem maxf = f(2) = f(4) =41
min [ = f(—-2) = —20.

Zadanie 4”. Dany jest kwadratowy arkusz papieru o boku 18 cm. Na
jego rogach wycieto jednakowe kwadraty i z pozostatej czesci sklejono prosto-
katne pudetko. Jaki powinien by¢ bok wycietego kwadratu aby pojemnosé
pudeltka byta najwieksza?

Rozwigzanie Niech x oznacza bok wycietych kwadratéw. Z warunkéw
zadania mamy = € [0,9]. Objetosé (w cm?) V(z) = (18 — 2z)2. Funkcja V/
jest ciagla, osigga zatem warto$é najwieksza i najmniejsza na domknietym
przedziale [0, 9] na mocy tw. Weierstrassa. Rozwiazujemy roéwnanie V'(z) =
0 czyli (18 — 2x)? — 42(18 — 2x) = 0. To réwnanie ma dwa pierwiastki,
1 = 91 x9 = 3. Poniewaz V(0) = V(9) = 0 zatem V(3) = 432 jest
najwieksza mozliwa objetoscia, czyli nalezy wybraé¢ x = 3

Zadanie 4”’. Firma transportowa zajmuje przewozami na trasie S. Koszt
przewozu sklada sie z dwoch czesci, zaplaty kierowcy, ktéremu sie placi 16 zt
za godzine i kosztu paliwa, ktore kosztuje 4 zt za litr.Zuzycie paliwa na 1 km
wynosi % litrow, gdzie v jest predkoscig jazdy w km na godzine. Znalezé
predkosé jazdy kierowcow, ktora zminimalizuje catkowity koszt przewozu.

Rozwiazanie. Poniewaz czas przewozu wynosi T = S/v zatem koszt
calkowity K.(v) = Zap + Kpoy = T - 16 + S - 4 - v*/256000 = 16S/v +
Sv? /256000 = S(16/v + 4v%/256000). Z warunkéw zadania v € (0, 00).



Kiedy v — 0 to Zap — o0, za$ K,q — 0, kiedy v — oo to Zap — 0, za$
Kpar — 00. Wobec tego, K.(v) — oo zaréwno dla v — 0 jak i dla v — oo.
Stad, poniewaz funkcja K, jest ciggla, zatem osiaga ona warto$¢ najmniejsza
dla pewnego vy € (0,00). Na mocy Zasady Fermata, K/(vg) = 0, czyli po
zrozniczkowaniu K, mamy S(—16/v3 +8vg/256000) = 0, a wiec v§ = 512000,
zatem optymalna predkosé to vy = 80 km na godz.

Zadanie 5. Na przedziale (0,00) okreslona jest funkcja f(z) = 23 Inw.
Prosze: a) znalez¢ granice (skonczone lub nie) funkcji f na krancach prze-
dzialu okreslonosci, b) obliczy¢ pierwsza i druga pochodna f,

¢) wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci f oraz jej ekstrema lokalne,

d) okresli¢ przedzialy, w ktorych funkcja f jest wklesta lub wypukta i jej
punkty przegiecia,

e)naszkicowaé¢ wykres f,

f) podaé¢ réwnanie stycznej do wykresu f w punkcie (e, e3).

Mamy lim,_,g+ f(x) = lim,_,o+ 11775‘; a lim,_, g+ %/3;4 = lim,_,g+ —2%/3 =
0, natomiast lim,_ .o f(7) = 0co. f/(z) = 32?Inz +23(1/z) = 2?(3Inx +1).
Stad f/'(z) < 0 dla o < e /3, f/(e7'/3) = 0 oraz f'(z) > 0 dla = >
e~ 1/3. Funkcja f jest wiec malejaca w przedziale (0,e~1/3), rosnaca w prze-
dziale (e71/3,00) i ma minimum (nawet globalne) w e~ /3. Druga pochodna
f"(xz) = 6z(Inx + 5/6) jest ujemna w (0,e~°/%), dodatnia w (e=5/6, 00), za-
tem f jest Scisle wklesta w pierwszym z tych przedziatow, Scisle wypukta w
drugim i jej wykres ma w punkcie (e~%/%, —5¢75/2 /6) przegiecie.
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Rysunek 1: Wykres funkcji f



