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1. a) Niech B = 9 0 1 -2 |’ Obliczy¢ B~.
01 0 O

b) Niech C bedzie macierza 4 x 4. Jak, korzystajac z wyznaczonej ma-
cierzy B! rozwiaza¢ réwnanie macierzowe BT (X +C)B = C, tzn. obliczy¢
X7

Odp. Do znalezienia B! uzyjemy algorytmu opierajacego sie na prze-
ksztalceniach elementarnych wierszowych. Tworzymy "dluga” macierz B/,

10 0 —1
L . . . p 00 0 1
powstala przez dopisanie do B macierzy jednostkowej Iy, B’ = 9 0 1 —9
010 O
Przeksztatceniami ws—2w;, a nastepnie wy < wy sprowadzamy ja do postaci
100 -1 1 0O0O
. 0 0 0 001 )
schodkowej 001 0 -20 10 , ktora sprowadzamy przez wq+
000 1 0 10O
1000 1 100
. . . 0100 0 O0O01
w4 do postaci schodkowej zredukowanej: C = 0010 -2 0 10
0001 0 100
"Lewa polowka” tak wyznaczonej macierzy C to Iy, oznacza to, ze "prawa
1 1 00
1y 1 0 0 01 . . ..
potéwka” C'to B~ = 9 0 1 0 (mozemy sprawdzi¢ poprawnosé ob-
0 1 00

liczert mnozac otrzymang “prawa polowke” przez B. Powinnismy otrzymaé
macierz jednostkows,).

b) Zachodzi ogolny wzor (B')~! = (B~!)T. Stad, mnozac obie strony
réwnosci z lewej strony przez (B')™' = (B™Y)T mamy (BT)"!BT(X +
C)B = (B")7'C czyli (X +C)B = (B H)TC czyli (X+C)B=(B~Y)"C.
Mnozac teraz obie strony z prawej strony przez B~! otrzymujemy (X +
C)BB™' = (B YH'CB ! ezyli X + C = (B~Y)TCB™!. Odejmujac od
obu stron C' wyznaczamy w koticu X = (B~1)TCB~! — C (prosz¢ zwrocié
uwage na to, ze, z powodu nieprzemiennosci mnozenia macierzy musimy
uwzgledniaé strone, z ktorej "skracamy” réwnosc).
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1 3 -1
1. Niech Ay =10 2 ¢ |,gdzieteR.
2 1 1
a) Okresli¢ dla jakich wartosci ¢ € R macierz A; jest odwracalna. b)
Znalez¢ taka wartos¢ t € R, aby w macierzy A, ! liczba w 1 wierszu i 3
kolumnie byta rowna 2. Odp. a) Wiemy, ze macierz A; jest odwracalna
(tzn. ma macierz odwrotng A; 1) & det Ay # 0. Poniewaz det Ay =
24+6t+0—(—4) —0—t = 6+ 5t zatem musimy rozwiaza¢ nieréwnosé
6 + 5t # 0. Czyli macierz A; jest odwracalna < t # —%. b) Jesli oznaczymy
ci; element macierzy A, ! W wierszu nr 7 i kolumnie nr j, to zachodzi nastepu-
jacy wzor ¢;j = #At(—l)”j det A(j;), gdzie A;;) oznacza macierz powstala
z A; przez usuniecie wiersza nr j i kolumny nr i. Zatem otrzymujemy

3 -1
c13 = ﬁ(_l)“ﬁ” det A(31) = ﬁdet [ o 4 } = ﬁ(3t+2). 7 warun-

kow zadania mamy do rozwiazania réwnos¢ cij3 = 2 czyli ﬁ(St +2)=2.
Otrzymujemy wiec 3t +2 =12 4 10t czyli t = —%.

2.

a) Znalezé objeto$é réwnolegloécianu w R? o wierzchotku A = (1,2,1) i
przylegltych do niego wierzchotkach B = (1,2,8), C' = (1,6,1), D = (2,3,5).
b) Niech A = (2,5) bedzie wierzchotkiem réwnolegloboku w R? oraz niech
B = (1,6) i Dy = (4,t), beda wierzchotkami tego réwnolegtoboku przyle-
glymi do A. Dla jakiej wartosci ¢ € R pole réwnolegtoboku wyniesie 107

1 0 2 4 1 29 33 14
) 1 3 3 4 .| 0 3 31 47

c¢) Niech A = 5 8 1 4 |07 B = 0 0 -1 41 |’
3 6 0 1 0O 0 0 1

Obliczy¢ det A oraz d) obliczy¢
det((BT - B)?). Odp. a) Objetosé¢ V réwnolegloscianu mozna obliczyé
jako wartos¢ bezwzgledna wyznacznika | det M|, gdzie M oznacza macierz,
—_—
ktorej wierszami sa wektory AB, AC, AD (wektor wyznaczamy odejmujac
— — —
od konca poczatek). Mamy AB = (0,0,7), AC = (0,4,0),AD = (1,1,4).

0 0 7
Stad V. =|det | 0 4 0 | =|—28 = 28. b) Pole rownolegtoboku to
1 1 4
—_— —
P = |det N|, gdzie N oznacza macierz, ktorej wierszami sa AB i AD. Za-
-1 1 . , .
tem P = |det [ 2 (t—5) ] | =|5—t—2| =[3—t|. Mamy wi¢c rownanie

|3—t] =10 czyli3—t = 10 lub t—3 = 10 czylit = —71lub ¢t = 13. ¢) Wiemy, ze
przeksztalcenia elementarne macierzy polegajace na dodaniu do wiersza in-



nego wiersza pomnozonego przez liczbe nie zmieniaja wartosci wyznacznika,
za$ przeksztalcenie polegajace na zamianie wierszy macierzy zmienia wartosé
wyznacznika na liczbe przeciwna (czyli zmienia znak wyznacznika). Zasto-
sujmy do macierzy A przeksztalcenia ws —2w; —wy oraz wy —w; — 2wy (mo-
zemy naraz wykonaé kilka operacji, o ile nie zmieniamy w ich trakcie wierszy,

10 2 4
. . . . 13 3 4
ktorych wielokrotnosci dodajemy). Mamy det A = det 00 -8 -8
0 0 -8 —11
: . . B :
Macierz po prawej stronie ma strukture blokowsa o DI’ gdzie 0 ozna-

cza blok ztozony z zer. Wyznacznik takiej macierzy to det B det D, zatem
det A = det { 1 g det [ :2 __181 ] = 3-24 = 72. d) Wyznacznik ma-
cierzy B mozemy obliczy¢, korzystajac z nastepujacych ogdlnych zalezno-
sci: det(XY) = det X detY, det X" = (det X)", det X' = det X. Stad
det((BT - B)?) = (det B - det B)? = det B*. Macierz B jest gornie trojkatna
(elementy ponizej przekatnej sa 0), czyli jej wyznacznik to iloczyn elementow
na przekatnej. Mamy wiec det((BT - B)?) = (1-3-(—1)-1)* = (-3)* = 81.

3 Niech w R* zadane beda wektory a = [1,1,1,0]", b = [1,1,0,—1]T,
c=1[2,0,1,2]"

a) Obliczy¢ dlugosé wektora a oraz odlegtosé od a do b.

Ktoére z powyzszych wektoréw a, b, ¢ sa wzajemnie prostopadte?

b) Znalezé w V' = lin(b,c) wektor najblizszy do a. (Jest to rzut pro-
stopadly @ na V.) Odp. Dtugosé wektora a = [ai,...,a,]" to liczba
lla|| = v/a? + -+ a2. Czyli ||a|| = V12 + 12 + 12 + 02 = /3. Odleglos¢ od
a do b to dtugosé |ja —b|| = ||[0,0, =1, 1]T|| = /)2 + 02 + (—1)2 + 12 = V2.
Wektory v,w sa prostopadle (vLlw) < ich iloczyn skalarny v e w = 0.
Stad zachodzi jedynie blec. b) Rzut prostopadly wektora w na przestrzen
V mozemy obliczy¢ ze wzoru Py (w) = A(ATA)"'ATw, gdzie A oznacza
macierz, ktorej kolumny tworza baze V. Poniewaz wektory b i ¢ sa li-

niowo niezalezne zatem tworza baze V = lin(b,c). Stad mozemy przy-
1 2
ja¢c A = (1) (1) oraz mamy Py(a) = A(ATA)"!(ATa). Obliczamy:
-1 2
1 2 .
1 1 0 -1 1 0 3 01 9 0
T A1 -1 _ _ 1
(4°4) _([201 2] 0 1 ) _[0 9] _27[0 3]’
-1 2



_ [ 2 ] Stad (ATA)"1ATq = A [9 0] [

O R =

2 01 2 3 2710 3
1 2 4/3
2/3 ‘ . 1 o231 | 23 ‘
[ 1/3 ] Ostatecznie Py (a) = 0 1 [ 1/3 ] =113 (test po-
-1 2 0

prawnosci obliczeni jest nastepujacy: musi by¢ a — Py (a)Lbia — Py(a)lc)
4. a) Sprzedaz napojow chlodzacych kawiarni wynosita w kolejnych miesia-
cach y1 = 3,y2 = 6,y3 = 3,y4 = 6,y5 = 6 (w dziesiatkach tysiecy zlotych).
Srednie temperatury tych pieciu miesiecy to kolejno t; = —4,ty = —1,t3 =
0,t4 = 2,t5 = 3. ZnaleZ¢, najlepiej dobrang do danych zalezno§é sprzedazy
od éredniej temperatury w miesiacu postaci y = mt + ¢, gdzie m,c € R. b)
Synoptycy prognozuja, ze w nadchodzacym miesigcu temperatura Srednio
wyniesie 4 stopnie. 7 jaka sprzedaza nalezy si¢ liczy¢? Odp. Parametry

m 1 ¢ mozna obliczy¢ ze wzoru: 7”3 = (ATA)7'ATY, gdzie macierz
th 1 Y1
A= © 1|, za$ kolumna Y = Czyli w naszym przypadku
th 1 Yn
—4 1 3
-1 1 6
A=1] 0 1 | orazY = | 3 |. Obliczamy: [ mn } = (ATA)1ATY =
2 1 6 ¢
3 1 6
4 1 3
<[—4 —1023} *011 )1[—4 —1023] g _[30
11 111 9 1 1 1 1 11 6 0
3 1 6
5 0 12| | 2/5 : . oy
(1/150) [ 0 30 ] [ 94 ] = [ 24/5 ] Czyli poszukiwana zaleznos¢ ma po-
sta¢ y = (2/5)t + 42 b) Skoro spodziewamy sie temperatury na poziomie
t = 4 stopni, wiec zgodnie ze znaleziong zaleznoscia mozemy oczekiwaé

sprzedazy za okolo ((2/5)4 + 42)10000 = 64000 zI. ( W obu poprzednich

zadaniach zastosowaliSmy wzor na macierz odwrotng dla 2 x 2 macierzy:
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