Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Mirostaw Sobolewski

31 maja 2012

Metoda mnoznikéw Lagrange’a opiera sie na nastepujacym twierdzeniu:
Twierdzenie 1. Niech f : U — R bedzie funkcja gltadka na zbiorze
otwartym na ptaszczyznie. Niech F': U — R bedzie funkcja gladka, ktorej
gradient VF' nie staje si¢ zerowy w zadnym punkcie zbioru M opisanego
przez M = {(z,y) € U : F(z,y) = c}. Jesli funkcja f przyjmuje na zbiorze
M warto$¢ minimalna lub maksymalna w punkcie (a,b) € M to (a, b) spelnia
uklad réwnan: (*) { Vf(a,b) = AVF(a,b)
F(a,b) =c
dla pewnej liczby A € R nazywanej mnoznikiem Lagrange’a.
7 uzyciem pochodnych czastkowych uktad ten zapisuje sie:
%(w,y) = Ag%gf(fv,y)
Gy = A (z,y)
F(z,y)=c
(Tw. 4.18 i uwaga 4.19 ze str. 64 skryptu Kysiaka i Pola). Wymie-
nione twierdzenie jest uzytecznym narzedziem znajdywania najmniejszych
i najwickszych wartosci funkcji okreslonych na podzbiorach R?, opisanych
rownaniem. Nalezy zwrocié uwage na to, ze spelnianie uktadu (*) jest wa-
runkiem koniecznym. Aby z niego poprawnie korzysta¢ nalezy uzasadnic,
ze funkcja f istotnie osiaga warto$¢ najwicksza lub najmniejsza na zbiorze
M = {(z,y) : F(z,y) = c¢}. Czesto korzystamy z twierdzenia Weierstrassa,
ktore orzeka, ze funkcja ciagta okreslona na zbiorze domknietym i ograniczo-
nym osigga na tym zbiorze warto$¢ najmniejsza i najwieksza ( tw. 4.17., str
63 skryptu). Domknietos¢ M jest automatyczna: zbiér opisany roéwnoscia
F(x,y) = ¢ (poziomica F odpowiadajaca wartosci c¢) jest zawsze domkniety
dla F' ciagtej. Zwykle pewnego wysitku wymaga uzasadnienie ograniczono-
$ci.
Przyktad.
Na zbiorze E = {(z,y) : * + y* = 82} okreglono funkcje f wzorem
f(z,y) = z — 27y + 1. Uzasadnié¢, ze funkcja f osiaga w tym zbiorze naj-



wieksza i najmniejszg wartos¢. Obliczy¢ te wartosci.

Rozwigzanie. Wpierw uzasadnimy, ze zbiér E jest ograniczony. Po-
niewaz 2 > 0 oraz y* > 0, zatem dla punktéw (z,y) € E mamy |z| <
V82, |yl < V/82, czyli E zawiera sie kwadracie o §rodku w (0,0) i boku
2v/82, a wiec zawiera sic rowniez w kole domknietym o srodku (0,0) i pro-
mieniu v/82. Stad E jest ograniczony. Funkcja opisana wzorem z* + y*
jest ciagta na R?, zbiér E jest wiec rowniez domkniety. Na mocy twierdze-
nia Weierstrassa ciagta funkcja f osiaga na E zaré6wno wartos¢ najmniejsza
jak i najwieksza. Wystarczy zatem wyznaczy¢ wszystkie punkty spetniajace
uktad Lagrange’a (*) dla funkcji f(z,y) = © —27y+1 oraz F(z,y) = z* +y*
przy ¢ = 82, a nastepnie poréwnaé¢ wartosci f w znalezionych punktach.
Mamy Vf(z,y) = (1,-27), VF(z,y) = (423, 4y3). Latwo sprawdzi¢, ze
VF(x,y) # (0,0) na E. Uktad Lagrange’a to:

1= a3
1,-27) = A(4a3,4y3 -
{ (564’ n 74)_ ( xgé v’) lub réwnowaznie: —27T= \My?
vy = t+yt= 82
Nie moze zachodzi¢ © = 0, zatem z pierwszego rownania A = ﬁ. Po
wstawieniu do drugiego réwnania mamy —27 = z—; czyli y = —3x. Pod-
stawiajac do ostatniego réwnania ukladu otrzymujemy: z* 4 81z = 82

zatem 82x% = 82, skad z = +1. Mamy wiec dwa punkty podejrzane o eks-
tremum warunkowe (tzn.ekstremum na podzbiorze opisanym réwnaniem):
P, = (1,-3) oraz P, = (—1,3) i wartosci f w tych punktach f(P;) = 83
oraz f(P;) = —80. Stad najwicksza wartos¢ f na E to 83, zas najmniejsza
to —80.

Przyktad geometryczny

Na hiperboli H opisanej rownaniem z2 —y? = 4 znalez¢ punkt najblizszy
do punktu (0, 2).

Rozwigzanie. Szukamy na H punktu (z,y), w ktorym odleglosé od
(0,2) czyli funkcja f(x,y) = /22 + (y — 2)? osiaga wartos¢ najmniejsza. Zwroémy
uwage na to, ze chociaz hiperbola jest zbiorem domknietym, to jest nieogra-
niczona, zatem nie mozemy wnioskowaé istnienia punktu najblizszego bez-
posrednio z tw. Weierstrassa. Do H nalezy punkt (2,0) bedacy w odleglosci
V8 od (0,2). Zatem jesli znajdziemy punkt najblizszy do (0,2) w zbiorze
H' = {(z,y) : (zv,y) € HA f(x,y) < 8} to bedzie on zarazem najblizszy
do (0,2) sposrod punktéow catego H. Zauwazmy, ze H' jest juz i domkniety
i ograniczony czyli stosuje sie do niego dla f tw. Weierstrassa, stad istnieje
w H punkt najblizszy do (0,2). Podobnie mozna uzasadni¢ ogolny

Whiosek: W kazdym domknietym niepustym podzbiorze R? istnieje
punkt najblizszy do ustalonego punktu (a,b) € R2.



Zwroémy rowniez uwage na to, ze zamiast minimalizowaé funkcje f mozna
réwnowaznie minimalizowaé jej kwadrat czyli g(z,y) = 22 + (y — 2)?, co
jest nieco dogodniejsze rachunkowo. Mamy VF(z,y) = (2x,—2y), gdzie
F(z,y) = 2% — y? oraz Vg(z,y) = (22,2y — 4). Przy tym VF # (0,0) na
H. Stad uktad rownan Lagrange’a dla ekstreméw warunkowych g na H to:

{ (232’ 2 N 9= A@2w,—2y) Roéwnowaznie:
¥ —y- =4
2z = A2z
2u—4= A-2y) .
2 -y =4

7 pierwszego réwnania mamy iz = 0 lub Il:A = 1. Przyjmujac I w
trzecim réwnaniu mamy sprzeczno$é. Podstawiajac II do drugiego réwnania
otrzymujemy y = 1. Podstawiajac te warto$é¢ y do trzeciego r6wnania mamy
r = £/5. Stad otrzymujemy dwa podejrzane punkty: Py = (v/5,1) i Pp =
(—V/5,1) i wartosci g(P1) = g(P2) = 6. W obu tych punktach odlegtosé¢ do
(0,2) jest najmniejsza i wynosi v/6.



