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Zadanie 1.

a) Prosze podaé¢ wzor Taylora z reszta w postaci Lagrange’a, oraz zaloze-
nia przy ktérych mozna go stosowac.

b) Prosze poda¢ wielomian Taylora funkcji f(z) = In(1 + 2z) stop-
nia 2 w otoczeniu punktu z¢g = 0. Prosze oszacowaé reszte w przedziale
(—0,01;0,01). Rozwiazanie. a) Jesli funkcja f : (—e,e) — R ma pochodne
do rzedu n + 1 wlacznie to f(z) = f(0) + f'(0 )a:—i-&—i--”—i-f( (O

fx:l))( e g+l gdzie ¢ lezy pomiedzy 0 i . b) Mamy f'(z) = 1+29c’ f”( ) =

§ESTy 2,f”’( )= m Zatem z a) otrzymujemy f(x) = 0+2x+((—4)/2)x>+

(1/3) 1+20)3 23, Czyli wielomian Taylora 2 stopnia ma posta¢ 2z — 2x2.
sz ’| < 8/(3-0,98%)(1072)3
8/(3-0,98%)107% (bo ¢ < 0,02). Stad blad przyblizenia wielomianem nie
przekracza 10~° = 0, 00001.

Zadanie 2. Prosze obliczy¢ catke ff 2°1n? xdx. Policzymy najpierw
catke nieoznaczong. Zastosujemy catkowanie przez czesci, przyjmujqc f(z) =
2%, czyli pierwotna f to F(z) = 1/6:c zas g(x ) = In®z, czyli ¢'(z) =
2(Inx)/z Zatem [z°In®xdr = — [F(z)g (z)dz = 1/625In*z —
1/3 [ 2 Inzdz. Calke po prawej stronle obhczymy zZnéw przez czesci przyj-
mujac fi(z) = 2°, Fi(z) = 1/62°% ¢i(z) = Inz, ¢j(z) = 1/x. Cazyli
[2®Inzdr = 1/62°Inz — 1/6 [2°dz = 1/62°Inx — 1/362° + c¢.  Stad
poczatkowa catka oznaczona wynosi 1/62%1n?z —1/182%In2 +1/10825|3 =
32/3(In2)? — 128/3In2 + 16/27 — 1/108. Uwaga: Podobnie mozna liczy¢
calki funkeji postaci 2% In® z (a € R,k =1,2,...) stosujac k krotne catkowanie
przez czescl (a takze postaci z® arctan x).

Reszte mozemy oszacowaé |R(x)| =

Zadanie 3. Prosze Wyznaczyc catke [ Mdm. Calke obliczamy

stosujac nowa zmienng u = 31In®x + 5, czyli du = 61n x/x. Stad szukana
catka to [cosudu/6 = 1/6sinu + ¢ = 1/GSin(31n2x + 5) + ¢ Zadanie 3’.
Prosz¢ obliczy¢ catke nieoznaczong [ 22 sin(3z)dz. Tego typu calki ( iloczyn
wielomianu przez funkcje trygonometryczna lub przez funkcje wykladnicza)
catkujemy kilkakrotnie przez czqéci, tak by wielomian byt czynnikiem rézniczkowanym:
[ 2?sin(3z)dz = —1/3 cos(3z)x? — [ —1/3 cos(3:1:)2xd:v = —1/3cos(3z)z% +
2/3 [ cos(3x)zdx = —1/3 cos(3x)z? +2/3(1/3sin(3z)x) — [ 1/3sin(3z)dx =
-1/3 COS(Sx)a; +2/9sin(3x)x + 2/27 cos(3x) + ¢

Zadanie 4. Obliczy¢ objetosé bryty ograniczonej w R® = {(z,y,2) :
x,y, z € R} powierzchnia powstala przez obrét linii x = 1 + e*,y = 0 wokot
osi Z oraz plaszczyznami z = 01 z = 1. Stosujemy wz6r na objetosé bryty
obrotowej: V = 7rf f2(2)dz. Tutaj 20 = 0,21 = 1, f(2) = 1 + €. Czyli



=7 i (1 +e*)2dz = 7 [} (1 + e + 2¢7 )dz:w(z+622/2+2ezl(1]):
( +62/2+26*1/2*2)—ﬂ'( 2/24 2e — 13)

Zadanie 5. Obliczy¢ pole ograniczone parabol@ y = z* i jej sieczna
przechodzaca przez punkty (0,0) i (2, 16).

Odp. Rownanie siecznej jest y = 8x. Zatem szukane pole to f02 8xr —
atdr =822 /2 — 12°12 =16 —32/5 -0 =92

Zadanie 6. Zbadaé, czy ktorys z ponlzszych szeregbw jest zbiezny. W
przypadku szeregu zbieZnego obliczy¢ jego sume.

a) A:> > (—12)-(—1,0000001)"!
b) B i Yo, 14- (—3/4)n !

Odp. Oba szeregi to szeregi geometryczne. W przypadku szeregu A
iloraz tego szeregu ¢ = —1,0000001 i zachodzi |¢| = 1,0000001 > 1 zatem
szereg jest rozbiezny. W przypadkuB iloraz ¢ = —3/4 1 |q| = 3/4 < 1 zatem
szereg jest zbiezny 1 jego suma (granica sum czesciowych) wynosi a1 /(1 —q),
gdzie a; oznacza pierwszy wyraz szeregu. Czyli Y o0 14 - (=3/4)""1 =
14/(1 — (—3/4)) = 14/(7/4) = 8

Zadanie 7. Prosze obliczy¢ pochodng funkcji f zdefiniowanej przez
f(z) = fx; cos(2t)/tdt. Skorzystamy ze wzoru Newtona - Leibniza: ([ r(t)dt) =

r(z). Zatem, jesli przmelemy Gu) = [y cos 2t)/tdt to G'(u) = cos(2u) /u.
o 100 (B < ot e G20 (oostoay o
(cos(2x )/ ()22 = (3cos(22®) — 2cos(22?))/x. Ogolnie, jesli S(z) =

fh( ) t)dt to S'(z) = r(k(x))k (z) — r(h(z))h (z).



