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1. Stopy procentowe. NSP - nominalna stopa procentowa - zwykle
okreslona w skali roku. Jesli rok dzieli sie na n réwnych podokreséw (mie-
siecy, kwartalow, tygodni, dni, itp. ) to stopa podokresowa wynosi NSP/n.
Czynnik oprocentowujgcy- p wskazuje ile razy ulokowany kapitatl wzrést w
danym okresie, jesli stopa procentowa w danym okresie wynosi r, to przy
kapitalizacji na koniec okresu p = 1+ r. efektywna stopa procentowa - stopa
okreslajaca o jaki procent wzrdst ulokowany kapitat w okresie jednostko-
wym (w ciagu roku). Jesli rok podzielono na n rownych okresow kapitali-
zujacych 1 NSP = r to roczny czynnik oprocentowujacy p = (1 + (r/n))"
czyli stopa stopa efektywna 7.y = p—1 = (1 4+ (r/n))" — 1. Przyklady:
roczna NSP = 10%. Przy kapitalizacji rocznej rey = 10%, przy kwar-
talnej p = (1 +0,1/4)* = 1,1038 czyli .y = 0,1038 = 10,3%. Stopa
realna - stopa procentowa z uwzglednieniem inflacji: jesli stopa procentowa
wynosi 7, inflacja i to 7peqp = (1 4+ 7r)/(1 +4) — 1. Np. jesli r = 10%,
i = 5% to rpeqr = (1 4+0,1)/(14+0,05) — 1) = 0,047 = 4,7%. jesli in-
flacja w kolejnych okresach wynosila i1, 19, ...,1, to inflacja $rednia wynosi
Y/ (L+id1)- (1+42) - (1+14,) — 1. Np. jedli inflacia w 1 roku wynosila
2%, w drugim 3%, w trzecim 10% to $rednia roczna inflacja wtych trzech
latach to ¢/(1+0,02) - (1+0,03) - (1 +0,1) —1 = 0,049 = 4,9%.

Oprocentowanie proste. Odsetki w oprocentowaniu prostym obli-
czamy wedtug wzoru I =ry " | t;K; = r(t1 Ky + - - +t,Ky,), gdzie I ozna-
cza odsetki, r = N PS oznacza stope procentowa, t; oznacza dhugo$é okresu
nr ¢ (wyrazonego w tych samych jednostkach, wzgledem ktorych wyrazamy
NPS),za$ K; stan kapitalu na koncie w tym okresie, gdzie i = 1,...,n. Mo-
zemy dopusci¢ réwniez zmiennos$é stopy procentowej, wtedy wzor przyjmie
posta¢ I = Y ' | t;K;r;, gdzie r; oznacza stope procentowa w okresie nr i.
Przyktad: Pan A zalozyl konto oprocentowane wedlug nastepujacych zasad:
wplaty i wyptlaty ksieguje sie nastepnego dnia, debet jest oprocentowany
podwojna stopa procentows, odsetki dopisuje sie do kapitatu z poczatkiem
miesiaca, czas liczymy wedtug rzeczywistej liczby dni w roku.




Aktualizacja. Przypus$émy, ze stopa procentowa wynosi r. Jesli w chwili
0 mialem Ky to w chwili n bede mial (1 + )" K. Na odwrot: jesli w chwili
n mam K, to musialem mie¢ w chwili 0 sume (1 + r) " K,, (zakladamy, ze
nie ma poza tym wplat ani wyptat). Mozemy uwazaé¢ kwote K w chwili [
za rownowazng kwocie K (1 4+ )"~ w chwili n - przy czym dopuszczamy
zaréwno n > [ jak i n < [. Takie przeliczanie kwot z jednego momentu na
inny nazywamy aktualizacjq, za$ liczbe o!, = (1 + r)"! nazwiemy czynni-
kiem aktualizujgcym (z momentu [ na moment n). Mozemy w ten sposob
aktualizowaé nie tylko pojedyncze kwoty, ale rowniez ciagi wptat i wyplat,
czyli przeptywy finansowe. Wartosé zaktualizowana w momencie n ciaggu
przeptywow F bedziemy oznaczaé V,,(F). Przyktady : F; oznacza przeplyw
finansowy w chwili i, za$ r stope procentowa (w jednostkowym okresie, mo-
zemy przyja¢ — roku) a) r = 5%, F = {Fp = 1000, F, = 2000}. Mamy
V3(F) = (1473 Fy+ (1+7)32F, = 1,053-1000 + 1, 05! - 2000 = 3257, 625
— jest to kwota jaka bedziemy mieli na koncie w 3 roku, przy czy F opisuje
ciag wplat. Vo(F) = (1 +7)°OF + (14 7)°"2F, = 1000 + 1,052 - 2000 =
2814,059 — tyle musielibyémy mie¢ na koncie w chwili 0 aby po trzech la-
tach mie¢ tyle samo co w rezultacie wptat F. b) r = 8%, F = {Fy =
—4000, Fy = 1000, F, = 1500. Mamy V3(F) = 1,08 - (—4000) + 1,082 -
1000+ 1,08 - 1500 = —2252,45. Czyli jesli bym sie na poczatku zadtuzyl na
4000, po roku sptacit 1000, po dwoch 1500, to po 3 latach bytbym zadtu-
zony na 2252,45. Efekt bylby taki sam, gdybym zaciagnat na poczatku dtug
[Vo(F)| = | — 4000 + 1,081 - 1000 + 1,082 - 1500 = | — 1788, 07 i nic nie
sptacal. Istotnie (1,08)3 - 1788,07 = 2252, 45.

Uwaga: Aktualizacje wstecz nazywa sie dyskontowaniem lub oblicza-
niem wartosci biezqcej, zas aktualizacje naprzéd — oprocentowaniem lub
obliczaniem wartosci przysztej

Zastosowania Splacanie zadtuzenia: wartos$é dtugu w danym momencie
mozna obliczy¢ na dwa sposoby: jako réznice zaktualizowanej na dany mo-
ment (dopuszczamy tylko momenty kapitalizacji odsetek) wartosci poczat-
kowej dtugu i sumy zaktualizowanych dotad zaptaconych rat, lub tez, jako
zaktualizowang sume tacznych rat, pozostalych do sptaty ditugu. Ponadto
raty splaty rozktadamy na dwa sktadniki: rate odsetkows, réwna okresowe;j
stopie procentowej x wartosé dotychczasowego zadluzenia, oraz rate kapi-
tatowa, okreslajaca o ile zmniejszyto sie zadtuzenie. Rata odsetkowa jest
splacana w calosci (w szczegolnosci jesli rata catkowita jest od niej mniejsza,
to rata kapitalowa jest ujemna — zadluzenie wzrasta). W praktyce prze-
wazaja dwa typy regularnych sposobéw sptaty zadtuzenia: stalymi ratami
catkowitymi oraz stalymi ratami kapitalowymi. Opréocz tego wystepuja nie-
regularne schematy sptaty. Przyklady:



Przyklady: Zaciggnatem 10000 dlugu na 10%, po roku sptacitem 2000,
po 3 latach od zaciagniecia 5000, ile bede musial zaptaci¢ na koniec 4 roku,
aby splaci¢ catosé? Mamy V = 1,1% - (—=10000) + 1,13 - 2000 + 1,1 - 5000 =
—6479 — bede musiat wptaci¢ 6479. Te sptate mozna uja¢ w ponizszej tabeli,
ktorej kolejne rubryki oznaczaja numer okresu splaty, wartos¢ zadtuzenia na
poczatku okresu, wartos¢ raty odsetkowej, wartosé raty kapitalowej, wartosé
tacznej raty, zadtuzenie na koniec okresu:

Plan splaty zadluzenia
Dhug, p.o. | Rata ods. | Rata kap. | Rata | Dlug, k.o
Okres | 1 10000 1000 1000 2000 9000
2 9000 900 -900 0 9900
3 9900 990 4010 5000 5890
4 5890 589 5890 6479 0

Pan A zaciagnal kredyt hipoteczny w kwocie 200000 na 8% (stopa no-
minalna), sptacany przez 25 lat rownymi ratami miesigcznymi. Po 10 latach
zdecydowal sie zrezygnowaé z kredytu i sptaci¢ go od razu. Przy tym, zgod-
nie z umows musi zaplaci¢ oplate wynoszaca 5% odsetek, ktore by zaplacit
przy kontynuowaniu kredytu. Ile wynosito jego zadtuzenie (zaktadamy, ze
zaptacil 120 rate miesieczna). Ile wyniesie optata? Podstawowym okresem
jest tutaj miesigc. Stopa miesieczna 1, = 0,08/12 = 0,00666.... Obli-
czamy rate miesieczna, biorac pod uwage 25-12 = 300 okreséw miesiecznych:
N = ((200000 - 1,006663°0) : (1,006663%° — 1)) - 0,00666 = 1542,57 ( gdyz
ze WzOoru na sume szeregu geometrycznego suma zaktualizowanych rat N to
N x % za$ zaktualizowany na koniec dtug to 200000 x (1 +7,,)3%).
Przez 10 lat wptlacit 120 rat, kazda z ktérych wynosita 1542, 57, zatem jego
zadluzenie wyniesie réznice miedzy zaktulizowanym dlugiem zaciagnietym
na poczatku a suma zaktualizowanych rat. Zaktualizowany dtug poczatkowy
to 200000 x (1,00666)'2° = 443575,39, za$ suma zaktualizowanych rat to
N < (1) 04 (1) 184 - 41) = Nx ((147,)20—1) /7, = 281827, 25.
Zadtuzenie to roznica 443575, 39 — 281827, 25 = 161748, 14. Zadluzenie= su-
mie rat kapitalowych do splacenia, reszta sumy pozostatych rat to odsetki.
Odsetki zatem wyniosg: suma pozostatych do sptacenia rat-kapital do spta-
cenia (dtug)=180 x N-dtug=180x 1542, 57— 161748, 14 = 115914, 46. oplata
5% od tej kwoty to 0,05 x 115914, 46 = 5795, 72. Razem bedzie mial do za-
placenia dtug+optata= 161748,14 4+ 5795, 72 = 167543, 86.

Wycena obligacji i projektow inwestycyjnych .
na biezaca chwile wartosé przedsiewziecia, czyli Vy nosi nazwe biezgcej war-
tosci netto i jest oznaczane przez NPV (netto present value). Przyjeta do
oceny stope procentowa bedziemy nazywaé stopg szacowania. W przypadku

Zaktualizowana



mato ryzykownych aktywoéw, np. obligacji skarbu panstwa pokrywa sie ona
z rynkowa stopa procentowsa, w przypadku ryzykownych przedsiewzie¢ na-
lezy dodaé¢ premie za ryzyko. Przyklady; ile warto zaptaci¢ za pieciolet-
nig obligacje o wartosci nominalnej 1000 i sptacana corocznie kuponem 6%
oraz na koncu warto$cia nominatu+6%, jesli rynkowa stopa wynosi 4% ?
Przy r = 4% mamy NPV= 0,06 x 1000/(1 + r) + 0,06 x 1000/(1 + r)? +
0,06 x 1000/(1 4+ )3 + 0,06 x 1000/(1 + 7)* + 1000 x 1,06/(1 + r)> =
1089, 04. Poniewaz stopa rynkowa jest nizsza od stopy oprocentowania ob-
ligacji, zatem jej warto$é jest wyzsza od nominalu. Makler rozwazal za-
kup podobnej obligacji na gieldzie, w 2 i p6t roku od czasu emisji (tzn.
poprzedni wlasciciele pobrali juz 2 kupony). Rynkowa stopa procentowa
wynosi 7 = 8%. Ile jest gotow zaplaci¢?. Uwaga: w przeciwienstwie do
praktyki stop procentowych w banku, w okresach utamkowych nie interpo-
lujemy liniowo, lecz przyjmujemy czynnik aktualizujacy ofy dla chwili ¢ rowny
(1+7)%=t = (1+7) 7t (czyli tak jak we wzorze ogdlnym). Zatem NPV =V =
0,06 x 1000 x (1+7)"1/240,06 x 1000(147)~15+1,06 x 1000 x (147)~25 =
985,67. Poniewaz stopa oprocentowania obligacji jest nizsza od stopy ryn-
kowej, jej wartosé jest mniejsza od nominatu. Kupno obligacji taczy sie z
ryzykiem stop procentowych. Do okreslenia tego ryzyka stuzy tzw.duracja
(duration) inaczej nazywana srednim wazonym czasem trwania. Jesli ob-
ligacja ma wartos¢ NPV i daje wpltywy Fy,, Fy,, ..., F;, w kolejnych chwi-
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z rozpatrywanych przypadkéw wyniesie
1/2x0,06x1000x (1+r)~1/241,5x0,06x 1000 (1+r) ~1:54+2 5% 1,06 x 1000 x (14r) ~2:5 _
1/2><0,06><1000><1,081/2+1,5x0,06;§5’é\é§>§/1,081’5+275><1,06><1000><1,082’5 — 2,32, Sens
tej liczby jest nastepujacy: jeélf czynnik procentujacy 1 + r wzrosnie o 1%
(np. w wyniku decyzji RPP) to wartosé¢ obligacji spadnie o okolto duracja %.
Dla matych stép procentowch mozna wzrost 1+ r w przyblizeniu utozsamié
z wzrostem r o 1%. Czyli w naszym przypadku, jesli 1 + r wzrosnie o 1%
czyli r wzrosnie o 1,08% do 9,08% =~ 9% to wartos¢ takiej obligacji spadnie
o okoto 2,32%. Dla obligacji bezkuponowych duracja pokrywa sie z czasem
wykupu obligacji: jesli kupitem taka obligacje 10 letnia, to wzrost stop o 1%
z dnia na dzieni, spowoduje, ze wartosc tych obligacji spadnie o 10%.
Wprowadzone pojecia te mozna rowniez stosowaé do realnych inwestycji,
z tym, ze wydaje sie stosowne wowczas rozpatrywanie przychodéw w cenach
statych i odpowiednio, realnych stop procentowych. Rozwazmy nastepujaca
inwestycje: firma rozpatruje zastapienie o§wietlenia zardéwkami, w liczbie




5000 zarowek 100 watowych §wietlowkami, lub lampami LED. Swietlowki i
lampy LED moga zastapi¢ zaroéwke pieciokrotnej mocy, zywotno$é zardéwek
wynosi 1000 godzin, $wietlowek 3000 godzin, lamp LED 10000 godzin. Za-
rowka kosztuje ztotowke, swietlowka 20 W — 13 zt | lampa LED mocy 2 W
kosztuje 7 zt. Oprawki do $wietlowek kosztuja 40 zt 20 zt sztuka, do lamp
LED 50 zt gniazdo do 10 lampek. W ciagu roku swiatto pali sie 4000 godzin.
Koszt kWh wynosi 50 groszy. Firma finansowataby inwestycje kredytem na
6%. Rozpatrzy¢ optacalnosé tych inwestycji w perspektywie 20 lat oraz oo.

Immunizacja portfela obligacji. Przypu$émy, ze mamy w danej
chwili nadwyzke finansowa oraz zobowiazanie do ptatnosci kwoty S za pe-
wien czas. Chcieliby$my mozliwie swobodnie dysponowaé¢ swoimi zasobami,
jednak przy zagwarantowaniu wspomnianej ptatnosci. Najprosciej, bytoby
odlozy¢ te kwote w formie gotowki. Wtedy jednak tracilibyémy mozliwe
do uzyskania odsetki. Aby temu zapobiec nalezy ulokowaé¢ odpowiednig
kwote w jakim$ maloryzykownym instrumencie finansowym, np. obligacjach
skarbu parstwa. Jesli na rynku sa bezkuponowe obligacje z terminem wy-
kupu pokrywajacym sie z terminem naszej ptatnosci to wystarczy zakupié
odpowiedni portfel takich obligacji. Zwykle jednak nie mozna znalezé tak
dopasowanej emisji obligacji. Czesto sa natomiast obligacje o wczesniejszym
i pézniejszym terminie wykupu. Wartos¢ takich obligacji w chwili ptatno-
Sci zalezy od rynkowej stopy procentowej. Odpowiednio komponujac portfel
z takich obligacji mozemy zapewnié¢ sobie, ze przy zmianach stép taczna
warto$¢ porfela w chwili ptatnosci bedzie ulegata bardzo matym zmianom i
praktycznie gwarantowala ptatnosé. Takie komponowanie portfela nosi na-
zwe immunizacji. Podstawowe zasady tej kompozycji sg nastepujace:

e laczna wartosé porfela zaktualizowana na chwile platnosci jest réwna
tej ptatnosci

e laczna duracja porfela jest rowna chwili ptatnosci

Przyktad. Na rynku sg obligacje bezkuponowe o terminie wykupu z 1
rok i nominale 100 zt al pari, tzn. za rok otrzymamy 100 zl, oraz trzyletnie
obligacje z corocznym kuponem 5% od nominatu 100 zt. Skomponowaé z
tych obligacji immunizowany portfel zabezpieczajacy platnosé 200000 zt za
dwa lata, jesli obecna rynkowa stopa procentowa wynosi r = 4%. Oznaczmy
prze k udzial kwotowy w portfelu obligacji pierwszego rodzaju, zas$ przez [
udziatl kwotowy obligacji drugiego rodzaju, tzn. k41 = 1. Duracja obligacji
pierwszego rodzaju wynosi d; = 1, za$ obligacji drugiego rodzaju ds = (5 X
1x1,047 1 +5x2x1,04724105x3x1,0473) /(5x 1,047 +5x 1,042 +
105 x 1,0473) = 2,86. Duracja portfela réznych obligacji jest $rednia wazona



duracji sktadnikéw, w ktorej wagami sa kwotowe udzialy poszczegélnych
obligacji w portfelu, czyli taczna duracja portfela wyniesie k x d; + I X do,
skad uzyskujemy rownanie: k x 1 +1 x 2,86 = 2. Poniewaz k = 1 — [ zatem
(1-=0)x14+1x2,8 =2skad ! x1,8 =1 czylil = 0,54 zas k = 0, 46.
Wartosé portfela za 2 lata ma wyniesé 200000 zatem jego warto$é biezaca to
1,0472 x 200000 = 184911, 24. obligacji pierwszego typu zakupimy wiec za
k x 184911, 24 = 85059, 17 zas drugiego rodzaju za [ x 184911, 24 = 99852, 07
(zaniedbaliSmy tu niemoznos$é zakupu utamkowych czesci obligacji).

Zadania przygotowujace do kolokwium 1. Podstawowe pojecia. a)
Stopa inflacji. Sktad kwotowy koszyka débr konsumpcyjnych jest naste-
pujacy: 30% zywnosé, 30% optaty mieszkaniowe, 10% transport, 10% dobra
kulturowe, 10% ubrania, 10% sprzet AGD. W ciggu roku ceny zywnosci wzro-
sty 0 10%, optaty czynszowe o 7%, ceny przewozoéow o 6%, ceny dobr kultury
nie zmienity sie, ubran wzrosty o 3% ceny sprzetu AGD spadly o 4%. Ile wy-
niosta inflacja liczona wedlug tego koszyka? Odp. za koszyk kosztujacy 1 na
poczatku roku pod jego koniec trzeba byto zaptaci¢ 0,3 x 1,140,3 x 1,07+
0,1x1,064+0,1x140,1x1,03+0,1x0,96 = 1,056. Czyli inflacja wyniosta
1,056—1 = 0,056 = 5,6%. Inflacja w kolejnych czterech latach wynosita 5%,
10%, 8% i 6%. jaka byla érednia roczna inflacja w ciagu tych czterech lat?
Odp. Srednia inflacja wyniosta /1,05 x 1,1 x 1,08 x 1,06 —1 = 0,072 czyli
7,2%. 2. Nominalna i efektywna stopa procentowa, stopa efektywna po opo-
datkowaniu, realna stopa procentowa. NSP= 6% . Ile wyniosta efektywna
stopa procentowa (nieopodatkowana) przy kapitalizacji co kwartal, co mie-
siac, ciaglej? Odp. Przy kwartalnej (1 4+ 0,06/4)* — 1 = 0,61 = 6,1%,
przy comiesiecznej 1 + 0,06/12)'2 — 1 = 0,0617 = 6,17%, przy ciaglej
D96 1 = 0,0618 = 6,18%. Ile wyniosta efektywna stopa po opodatko-
waniu podatkiem 19% od dochodéw kapitatowych przy cokwartalnej kapi-
talizacji i opodatkowaniu co kwartal, a ile przy cokwartalnej kapitalizacji
i opodatkowaniu z koncem roku? odp. Przy opodatkowaniu co kwartal,
(140,06/4 x 0,81)* —1 = 0,0494 = 4,94%. Przy opodatkowaniu z koricem
roku ((1 4 0,06/4)* — 1) x 0,81 = 0,0497 = 4,97%. Ile wyniosta realna
(nieopodatkowana) stopa procentowa jezeli stopa inflacji wyniosta i = 4%.
Realna stopa wyniosta 1,06/1,04 — 1 =0,019 = 1,9%

2. Rachunek weksli wedlug zasad dyskonta handlowego pro-
stego. a) Dysponuje 2 wekslami mojego kontrahenta, jednym opiewajacym
na 1000 zt i ptatnym za 10 i drugim opiewajacym na 2000zt i ptatnym za
20 dni. Kontrahent poprosit o zastapienie tych platnosci jedna za 30 dni.
Przystalem na to. Na ile opiewa wystawiony weksel jesli stosuje 10% dys-
konto w ciagu roku, za$ rok przyjmuje za réwny 360 dniom? Odp. Zgod-
nie ze stosowanym przeze mnie dyskontem pirerwszy weksel jest dzi§ wart




1000 x (1 —0,1 x 10/360) = 997, 22 za$ drugi 2000 x (1 —0,1 x (20/360)) =
1988, 89 co w sumie daje 2986, 11. Poniewaz ptatno$é ma nastapic¢ za 30 dni,
zatem wystawie weksel na 2986,11/(1 — 0,1 x 30/360) = 3011,20. b) Po-
proszono mnie o zastapienie weksla opiewajacego na 10000 zt ptatnego za 10
dni dwoma, jednym ptatnym za 15 dni i drugim ptatnym za 20 dni, przy czy
pierwsza platnos¢ ma by¢ dwa razy wieksza od drugiej. Obliczy¢ te ptatno-
§ci jesli stosuje dyskonto 10% przy 360 dniowym roku. Odp. Oznaczmy
druga platnoéé¢ przez x czyli pierwsza to 2x. Poniewaz warto$é¢ na dzi§
obu sposobdéw sptaty wierzytelnosci ma by¢ rowna otrzymujemy réwnanie
10000 x (1—0,1x10/360) = 22 x (1—-0,1x 15/360) +x x (1—0,1 x 20/360)
czyli 9972,22 = = x (2 x (1 — 0,1 x 15/360) + (1 — 0,1 x 20/360)) czyli
9972,22 = 2,986z czyli x = 9972,22/2,986 = 3339,66 zas pierwsza plat-
nos¢ to 2 x 3339, 66 = 6679, 32.

3. Splata zadluzenia, procent sktadany .

a) Uzupeni¢ ponizsza tabele splaty zadluzenia, przy zalozeniu stalej
stopy procentowej

Plan splaty zadluzenia

Dhug, p.o. | Rata ods. | Rata kap. | Rata | Dtug, k.o
Okres | 1 1000 2000 9000
2 2000
3 5700
4 0

b) Dwoch panoéw, A i B zaciagneto kredyt w wysokosci 100000 na 10
lat przy NSP = 8% przy miesiecznych sptatach z dotu i miesiecznej ka-
pitalizacji odsetek. Pan A splacal kredyt w réwnych miesiecznych ratach
calkowitych pan B natomiast w réwnych miesiecznych ratach kapitatowych.
Ile wynosity comiesieczne raty A a ile wynosilty miesieczne raty kapitatowe
B? Ile wynosito zadtuzenie kazdego z nich na poczatku 9 roku trwania kre-
dytu? Ile wynosita 97 rata odsetkowa a ile 97 rata kapitatowa A7 Ile odsetek
zaptacit B w 9 roku trwania kredytu? Odp. Miesieczna stopa procentowa
wynosita 7, = 0,08/12 = 0,00666.... Raty A wyznaczymy przyrownujac
zaktualizowany na koniec trwania kredytu dtug z podobnie zaktualizowa-
nymi ratami. Rat jest 120, oznaczajac N pojedyncza catkowita rate mamy
100000 % (14+7,)120 = Nx (1+(1+75)+- - -+ (1+7,)'1?) czyli ze wzoru na

sume szeregu geometrycznego 100000 X (1+7,)120 = N x ((147,)20—1) /1y,
_ 100000 x (1+0,08/12)*29%0,08,/12

skad N = (140,08/12)120—1

w miare doktadny wynik przy uzyciu kalkulatora najlepiej jest stosowaé ak-

tualizacje na koniec trwania kredytu i unikaé recznego wprowadzania po-

srednich wynikow, a szczegdlnie okresowych stop procentowych). Raty ka-

= 1213,27594 ( uwaga: chcac uzyskaé




pitatowe B wynosity 1000000/120 = 833,33.... Zadluzenie A na poczatku
9 roku, czyli po 96 miesiacach wyniosto 100000 x (1 +17,)% — N x (1 + (1 +

Tm) 4+ (14 77,)%) = 100000 x (1 +7,,)% — N x % = 26826, 19
za$ zadluzenie B to 2/10 x 100000 = 20000. Pan A zaptlacil w 97 racie ry,
odsetek od dtugu po 96 sptacie, czyli (0.08/12 x 26826,19 = 178,84. Stad
97 rata kapitalowa wyniosta N — 178,84 = 1213,28 — 178,84 = 1034, 44.
Natomiast pan B ptacit odsetki od kapitatu, ktéry malal w postepie aryt-
metycznym:dtug po 96 racie wynosil 20000, zas§ po 107 racie w ostatnim
miesiacu 9 roku wyniost (1 — 107/120) x 100000. Raty odsetkowe tworzyty
wiec réwniez malejacy ciag arytmetyczny. Bylo ich 12, rata 97 wyniosta
0,08/12 x 20000 zas 108 wyniosta 0,08/12 x (1 —107/120) x 100000. Czyli
ich suma to 12/2 x (0,08/12) x (20000 + 13/120 x 100000) = 1233, 33. ¢) Pe-
wien majetny pan ztozyl na konto oprocentowane N P.S = 3, 6% milion zl, po
czym pobierat co miesiac z dotu statyg kwote k, zanimby nie powstal debet.
Jak dlugo mogt ja pobierac jesli k = 3000, a jak dlugo jesli & = 6000. Ile mu
zostato na koncie w chwili ostatniej wyptaty? Odp. Poniewaz miesieczna
stopa procentowa to 0,036/12 = 0,003 i 0,003 x 1000 = 3000 zatem mogt
pobiera 3000 nieograniczony czas. W drugim przypadku oznaczmy n liczbe
miesiecy, przez ktore mogt wyplacaé 6000. Stan konta po n-tej wyptacie to
1000000 x 1,003™ — 6000 x (1+1,003+- - -+1,003"~1) = 1000000 x 1, 003" —
(1,003™ — 1) x 6000/0,003. Musimy rozwiaza¢ wiec nieréwnos¢ 1000000 x
1,003™ —(1,003™ — 1) x 6000/0,003 > 0 < 1/2x1,003™ > 1,003" -1 < 2 >
1,003" < logy g3 2 > n. Poniewaz log; go32 = In2/In 1,003 = 231, 4 zatem
mogt wyptacaé przez 231 miesiecy czyli 19 lat i 3 miesiace. Zostalo mu na
koncie po 231 miesigcu 1000000 x 1,003231 — (1,00323! — 1) x 6000/0,003 =
2367,81.

4. Wycena obligacji i projektow inwestycyjnych na podstawie PV. Immu-
nizacja portfela obligacji. a) Na rynku sa obligacje czteroletnie o nominale
1000 zt, ktore po 2 latach wyptacaja kupon 10% a po nastepnych 2 nominat
+10%. Obliczy¢ ile mozna za taka obligacje zaplaci¢ jesli rynkowa stopa
wynosi r = 6%. Obliczy¢ duracje tych obligacji. Objasni¢ sens tej liczby.

Oprocz tego na rynku sg bezkuponowe obligacje o terminie wykupu 2
lata. Za ile trzeba zakupié¢ obligacji kazdego rodzaju aby immunizowaé ptat-
nosé¢ miliona zt za 3 lata. Oplacalna cena to PV = 100 x 1,062 + 1100 x
1,06~% = 960, 30. Poniewaz obligacja wyplaca po 2 latach 100 i po 4 latach
1100 zatem jej duracja to (2x 100 x 1,06—241100x 4 x1,06=4)/PV = 3,81.
Oznacza to, ze jesli stopa procentowa wzrosnie o 1,06% do 7,06% to wartosé
portfela tych obligacji spadnie o okoto 3,81%

Oznaczmy k udzial obligacji czteroletnich, zas [ udziat dwuletnich, czyli



k+1 = 1. Musimy wykupié¢ lacznie obligacji za zaktualizowany na dzi§
milion, czyli za 1,063 x 1000000 = 839619, 28. Duracja portfela ma wyniesé
3=kx3,814+1x2=kx3,81+(1—-k)x2<1=1,81k < k=0,552. czyli
musimy kupié¢ czterolatek za 0,552 x 839619, 28 = 463878, 06 zas dwulatek
za reszte z 839619, 28 czyli za 375741, 22.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Zalozytem konto 15 grudnia 2012 roku, i wptacitem na nie 3000 zt. W
dniu 20 grudnia podjatem 5000 zt, nastepnie 10 stycznia 2013 wptacitem 7000
i nie wykonywatem zadnych operacji do korica miesiaca. Jaki byt stan mojego
konta 1 lutego, jesli w 2012 stopa procentowa od salda nieujemnego wynosita
4% zas w 2013 wyniosta 3%. Oprocentowanie debetu wynosi stale 15%.
Operacje ksieguje sie z dniem nastepnym, kapitalizacja odsetek nastepuje z
koricem miesiaca, przy czym uwzglednia sie doktadng liczbe dni w roku.

2. Stopy inflacji w pewnym kraju wynosity w 3 kolejnych latach : 5%,
8%, 12%. jaka byla srednia stopa inflacji w tych latach? W trzecim roku
oprocentowanie lokat wyniosto 15%. Jaka byla realna stopa lokat z kapita-
lizacja roczng ?

3. NSP=10%. Ile wynosi stopa efektywna przy kapitalizacji a) kwartal-
nej, b) potrocznej ¢) miesiecznej d) ciagtej. Ile wynosi stopa efektywna po
opodatkowaniu odsetek podatkiem 19% naliczanym w momentach kapitali-
zacji a ile jesli jest on naliczany z koricem roku.

Rozwazamy zaciggniecie kredytu 200000 zt przy NSP = 8% z kapi-
talizacja kwartalng na 10 lat. Ile wyniosa raty catkowite przy sptacaniu
ratami rownymi z dotu co kwartal. Ile wyniesie dlug po 5 latach trwania
kredytu. Ile wyniesie 21 rata odsetkowa a ile kapitatowa. Jesli sptacalbym
rownymi ratami kapitalowymi to ile tacznie odsetek wptlacitbym w ostatnim
roku trwania kredytu.

4. Weksel z terminem za 10 dni opiewa na 10000 zt. Zamieniono go na
2 weksle, pierwszy w nominale 5000 zt ptatny za 20 dni i drugi sptacajacy
reszte naleznodci za 30 dni. jaki byt nominal drugiego weksla jesli stosowano
stope dyskonta d = 10% przy 360 dniowym roku handlowym.

5. Obligacje dwuletnia o nominale 1000 zt wyptacajace kupon 5% po 1
roku i nominat + 5% w drugim kupiono na gieldzie w po6t roku od emisji. Ile
zaplacit kupujacy jesli zastosowal 7% stope do szacowania. Ile wynosita jej
duracja (od chwili zakupu, nie emisji). Poda¢ interpretacje tej liczby. Obliga-
cje te postuzyty do stworzenia portfela zabezpieczajacego ptatnosé 1000000
zt za 2 lata . Drugim sktadnikiem byty obligacje bezkuponowe o terminie
wykupu za 3 lata. Za ile kupiono poszczegdlnych rodzajow obligacji?

Odpowiedzi

1. Stan konta w grudniu wynosit przez 5 dni 3000 zl, przez 11 dni



—2000 zt (debet) czyli odsetki za grudzien wyniosty 3000 x 5/366 x 0,04 +
(—2000) x 11/366 x 0,15 = —7.38. Czyli z poczatkiem stycznia miatem po
kapitalizacji na koncie (—2000) — 7,38 = (—2007, 38) zt. W styczniu miatem
na koncie przez 10 dni (—2007, 38) zl, nastepnie przez 21 dni (—2007, 38) +
7000 = 4992,62 zt. Z tego tytulu narosty odsetki (—2007,38) x 10/365 x
0,15 + 4992,62 x 21/365 x 0,03 = 0,37. czyli w luty wszedlem z kwota
4992, 62 + 0,37 = 4992, 99 zl na koncie.

2. Srednia stopa inflacji wyniosta /1,05 x 1,08 x 1,12 — 1 = 0,08295
czyli ok. 8,3%. W trzecim roku realna stopa lokat rocznych wyniosta
(1,15/1,12) — 1 = 0,0268 czyli 2, 7%.

3. Przy kwartalnej: bez podatku (1 +0,1/4)* — 1 = 0,1038 = 10, 38%,
co przy opodatkowaniu z koricem roku da (1 —0,19) x 0,1038 = 0,084. przy
opodatkowaniu co kwartat: (14 0,1/4 x 0,81)* —1 = 0,0835 = 8,35%. Dla
potrocznej b.p. (140,1/2)2—1 = 0,1025 = 10,25%, z pod. 0,81 x0,1025 =
0,083025 = 8, 3025%, podatek w chwili kapitalizacji: (1+0,1/2x0,81)2~1 =
0,08264. Przy miesiecznej b.p. (1+0,1/12)'2—1 = 0,1047 = 10,47% z pod.
0,1047 x 0,81 = 0,0848 = 8, 48%; podatek co miesiac (1+0,1/12x0,81)12—
1 =0,0841 = 8,41%. Przy ciaglej b.p. %! —1 = 0,10517 = 10, 52%, po
opodatkowaniu 0,81 x 0,10517 = 0,08519; przy opodatkowaniu cigglym
01081 1 = 0,08437 = 8,437%.

Ro6wna rate kredytu mozemy policzyé¢ ze wzoru N = %, gdzie
K oznacza dtug poczatkowy, 1, — stope dla okresu kapitalizacji, n — liczbe rat.
W naszym przypadku K = 200000, r, = 0,08/4 = 0,02 , n = 10 x 4 = 40.
stad N = 7311,1496. Dtug po pieciu latach wyniost K x 1,02%0 — N x
(1,0220 — 1)/0,02 = 119547, 77. Zatem 21 rata odsetkowa to 119547, 77 x
0,02 = 2390, 96 a rata kapitatowa to 7311, 15 — 2390, 96 = 4920, 19 zt. Przy
rownych ratach kapitalowych dlug po 9 roku wyniesie 1/10 poczatkowego,
czyli 20000 i w kolejnych kwartatach 15000 z1, 10000 zt, 5000 zt. Odsetki
z tytulu tego zadluzenia wyniosa tacznie 0,02 x (20000 + 15000 + 10000 +
5000) = 1000 zt (mozna bylo réwniez zastosowaé wzOr na sume szeregu
arytmetycznego).

4. Wartos¢ weksla w dniu wymiany to 10000 x (1 — 10/360 x d) =
10000% (1—10/360x%0, 1), gdzie d oznacza stope dyskonta. Ma by¢ ona réowna
tacznej wartosci 2 weksli czyli 5000 (1—20/360%0, 1)4+xx (1—-30/360%0,1).
Dostajemy rownanie 10000 x (1—10/360x0,1) = 5000 x (1—20/360x0, 1)+
x x (1 —30/360 x 0,1). Rozwiazujac je otrzymujemy 5000 = 357/360 x z
czyli & = (5000 x 360)/357 = 5042, 02, 5042 zl i 2 grosze.

5. Obligacja po 1/2 roku wyptaci nam 50 zt i po 1,5 roku kwote 1050.
Obliczamy PV obligacji: PV = 50 x (1,07)7%% 4+ 1050 x 1,075 = 997.
Obliczamy duracje d; = (0,5 x50x (1,07)"%5+1,5x1050x 1,07~ 1?)/PV =
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0,5 x 50 x (1,07)7%% + 1,5 x 1050 x 1,0715)/997 = 1,45. Oznacza to, ze
przy wzroscie stopy procentowej o okoto 1% czyli do 8% wartosé obligacji
spadnie o okoto 1,45%. Duracja drugiej obligacji wynosi 3. Stad jesli udziat
kwotowy obligacji pierwszego rodzaju oznaczymy k a drugiego rodzaju [
(k+1 = 1) to otrzymamy réownanie na taczna duracje portfela :2 = § =
kEx o1 4+1x6y czyli 2 =kx1,45+1x3. Stad 2 = k x 1,45+ (1 —
k) x3 < 1=kx1,55 < k = 0,645. Kupi¢ nalezy obligacji pierwszego
rodzaju za 0,645 x 1000000 x 1,072 = 563508, 86 zt, drugiego rodzaju za
(1 —0,645) x 1000000 x 1,072 = 310070, 75 zt.

Zadania przygotowujace do drugiego kolokwium

1. Na rynku sa obligacje A — dwuletnie bezkuponowe al pari, B —
dwuletnie z kuponem 6% po pierwszym roku i sptatg nominatu +6% po
2 roku oraz C — trzyletnie z kuponem 5% po 1 i po 2 roku i splata nomi-
natu +5% po 3 roku. Nominal kazdej z obligacji to 1000 zt, za$ ich ceny
to: ca = 857,41, cg = 964,93, cc = 893,42. Wyznaczy¢ stopy procen-

towe forward 101,712,723. Odp. Czynniki aktualizujace to of = ﬁ,

Ceny speliaja réwnosci

2 _ 3 _
Qy = ay =

m’ (1+7"0,1)(1+1“1,2)(1+T2,3) )
ca = 1000 x af, cp = 60 x af +1050 x o, cc = 50 x o +50 x ag +1050 x a.
Oznaczmy dla wygody a(l) = z, a% =y, ag = z. Mamy uktad réwnan:
1000y = 857,41; 60z + 1060y = 964,93; 50x + 50y + 1050z = 893, 42.
Rozwiazujac ten uktad otrzymujemy: y = 857,41/1000 = 0,8574; = =
(964,93 — 1060 x 0,85741)/60 = 0,9346; z = (893,42 — 50 x 0,9346 — 50 x
0,8574)/1050 = 0,76554. Stad 191 = 1/x—1=0,07, 712 =2/y—1= 0,09,
ro3 =1y/z—1=0,12.

2. Bank oferuje kredyt na nastepujacych zasadach: NSP =10%, splata
przy réwnych rocznych ratach kapitalowych, optata za rozpatrzenie wniosku
100 zt, oprocz tego splacajac nalezy do kazdej raty doliczy¢ 1% ubezpieczenia
za kazdy rok do pelnej sptaty od pozostatego zadtuzenia. Obliczy¢ rzeczywi-
sty koszt kredytu w wysokosci 5000 zt, ktéry kredytobiorca wzigt na 2 lata.
Odp. Rzeczywisty koszt kredytu to IRR z uwzglednieniem wszystkich optat.
7 warunkow wynika, ze kredytobiorca otrzyma na poczatku 5000- optata -
ubezpieczenie= 5000 — 100 — 2 x 0,01 x 5000 = 4800. Na koniec pierwszego
roku zaptaci 0,1 x 5000 odsetek + 2500 raty kapitatowej + 2500 x 0,01
ubezpieczenia= 3025, na koniec drugiego roku zaptaci 2500 x 0,1 odsetek-+
2500 = 2750 kapitatu. Jezeli oznaczymy koszt kapitatu przez k, zas przez
x = 1/(1+k) to otrzymamy réwnanie: 4800 — 3025z — 275022 = 0. Rozwia-
zujemy trojmian kwadratowy: VA = V/(—3025)2 — 4 x (—2750) x 4800 =
7870, 87. Stad mamy dwa pierwiastki, z ktorych tylko 1 = 0,88 odpowiada
dodatniej stopie k = 1/0,88 — 1 = 0,136 = 13,6% bedacej kosztem kredytu.
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Obliczy¢ to samo dla kredytu ptatnego w 2 ratach co pot roku.

3. Obliczy¢ wartosé akcji, ktora na koniec roku da 100 zt dywidendy.
Dywidendy beda nastepnie rosty w tempie 1% rocznie przez 20 lat poczym
ustabilizujg sie. Stopa szacowania wynosi 10%. Odp. Wartosé zaktu-
alizowana na dzi§ strumienia dywidend przez 21 pierwszych lat wyniesie:
100/1,1+4 100 x 1,01/(1,1%) +--- + 100 x 1,01%°/(1,1%1) = 100/1,1 x (1 +
(1,01/1,1) + (1,01/1,1)% + ... (1,01/1,1)?° = 100/1,1 x ((1,01/1,1)%! —
1)/(1,01/1,1 — 1) = 926,07. Pozostale dywidendy, wyptacane od korica 22
roku do oo zaktualizowane na dzi§ maja wartosé: 100 x 1,012 x (1/1,122 +
1/1,1284... =100 x 1,012 x 1,122 x 1/(1—1/1,1) = 164, 88. Czyli razem
akcja jest warta 926,07 + 164, 88 = 1090, 95.

4.Rozwazamy przedsiewziecie, ktore, po zainwestowaniu 106840 da po
pierwszym roku 20000, a w nastepnych latach 4 latach 30000, 35000, 40000
i 20000.

a) Okresli¢ optacalnosé tego przedsiewziecia przy pomocy kryterium N PV
przy r =0,1

b)Znalez¢ IRR tego przedsiewziecia z doktadnoscia do 0,25%.

Odp. a) Przepltywy finansowe w kolejnych latach to Fy = —106840,
F; = 20000, F» = 30000, F3 = 35000, Fy = 40000 i F5 = 20000. Warunek
optacalnosci to NPV > 0. Mamy NPV = Fo+ Fy /(1 +7) + Fy/(1 +7)? +
F3/(1+7)2+Fy/(1+4)*+ F5/(1+7r)>. Podstawiajac r = 0, 1 otrzymujemy
NPV =2170,19 > 0, zatem przedsiewziecie jest optacalne.

b) IRR to dodatni pierwiastek rownania NPV (r) = 0. Wiemy juz z a),
ze NPV (0,1) > 0. Jesli podstawimy r = 0,11 otrzymamy NPV (0,11) =
—663,35. Zatem 0,1 < ITRR < 0,11. Zastosujmy metode bisekcji prze-
dziatu, w ktorym lezy IRR. Dla r = 0,105 mamy NPV = 739,13. Zatem
IRR € (0,105;0,11). Z doktadnoscia do 0,25% mozemy przyja¢ IRR =
0,1075 = 10, 75%.

5. Pan A postanowit z koricem kazdego miesiaca odktadaé¢ na koncie
stala kwote S przez 30 lat, aby nastepnie, tez z konicem kazdego miesiaca
pobiera¢ 2000 zt przez 20 lat. NPS = 4,8%, kapitalizacja jest comiesieczna.
Obliczy¢ S.

Odp. Obliczmy najpierw wielko$¢ funduszu F', ktéry musi zgromadzi¢
pan A przez 30 lat. Bedzie korzystal z niego przez 240 miesiecy, stopa
miesieczna r = 0,048/12 = 0,004. Czyli F' = (1,004) ! x 2000+ (1,004) 2 x
2000+ - - -+ (1,004) =240 x 2000 = 2000 x 1,004~1(1,004=240 —1)/(1,004~! —
1) = 308186,06. Zgromadzi ten fundusz przez 30 lat czyli 360 miesiecy
odktadajac co miesige S zt. Czyli F = S x1,0043%° 48 x1,004%8 ...+ 5 =
Sx(1,004360—1)/0,04. Stad S = F/(1,0043°—1)x 0,004 = 384, 20. Bedzie
musial odktadaé¢ po 384 zt i 20 groszy.
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