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Streszczenie

Celem tej notki jest pokazanie na prostym przyktadzie, ze dwuwy-
miarowe aspekty geometrii Euklidesowej, w dowolnej n-wymiarowe;j
przestrzeni Euklidesowej zachowujg sie w dwuwymiarowy sposéb.

1 Wstep

Modelowym przyktadem bedzie zagadnienie znalezienia punku przeciecia wy-
sokosci trojkata wyznaczonego przez trojke punktow A, B, C'. Poniewaz, jed-
nak, przesuniecia w dowolnej przestrzeni afinicznej sg tatwe w realizacji, za-
tozymy dalej, ze dysponujemy para liniowo-niezaleznych wektorow a = C'— A
i § = B — A rozpinajacych dwa boki trojkata.
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2 Przypadek 2-wymiarowy

Niech a = [2/,¢/] a f = [2",y"]. Ze szkoly Sredniej wiemy, ze wszystkie
trzy wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punkcie — wystarczy za-
tem znalez¢ punkt przeciecia dwoch z nich, co zaoszczedzi nam sporo pracy.
Niech h, bedzie wysokoscia opuszczona na bok «, a hg na bok 8. Kazda z
tych wysokosci wyznacza jednowymiarowa przestrzen afiniczna (tj. prosta).
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Przecigcie tych przestrzeni afinicznych (tj. prostych) jest zadanym punktem
przeciecia sie wysokosci.

Przestrzen wyznaczona przez h,, jest prostopadta do wektora «, stad jej czesé
liniowa o spelnia:

{[z, 4]: ([z, 9, a) = 0} = {[w,y): 22’ +yy’ = O}

Ponadto przestrzen ta przechodzi przez punkt (z”,y") = 3, a wiec, ostatecz-
nie, otrzymujemy réwnanie:

B+ A{lz,y] . za’ +yy' =0}
{lx+2"y+9": 22’ +yy' =0} =
{[v, 9]« (. —2")2" +(y —y")y = 0}

Podobnie postepujac z przestrzeniag wyznaczong przez wysoko$¢ hg dosta-
jemy:

{[z.y): (@ = 2")2" + (y — ¢)y" = 0}
Rozwiazaniem takiego uktadu rownan jest punkt przeciecia sie wysokosci
trojkata.

3 Przypadek n-wymiarowy

W przypadku dwuwymiarowym moglismy zatozyé¢, ze wektory a i S maja
po dwie wspétrzedne |2/, 4] 1 [2”,y"] odpowiednio. Taka wspétrzedna [2/; /]
jest umownym zapisem wektora z'e; + y'eq, gdzie ey, ey stanowia (zoriento-
wana) standardowa baze przestrzeni. Oczywiscie w przypadku n-wymiarowej
przestrzeni, kazdy z wektor6w mozemy (unikalnie) zapisa¢ jako kombinacje li-
niowg n standardowych wektorow bazowych — stad kazdy wektor ma doktad-
nie n-wspotrzednych (np. w przypadku tréjwymiarowym: z'e; +y'es + 2'e3).
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Zauwazmy jednak, ze bez wzgledu na liczbe wymiaréw samej przestrzeni,
cale zagadnienie znalezienia punktu przeciecia wysokoéci, rozgrywa sie zawsze
i wylacznie w (dwuwymiarowej) przestrzeni trojkata, tj. przestrzeni rozpietej
przez wektory a i B. We wstepie zatozylismy, ze te wektory sa liniowo nieza-
lezne, a wiec, stanowig one baze tej dwuwymiarowej przestrzeni — plaszczy-
zny. Wobec tego, mozemy za pomocg nich wprowadzi¢ nowy uktad wspot-
rzednych zwiazany z sama ptaszczyzna — jako, ze v i 8 sa bazg ptaszczyzny,
to kazdy wektor z tej ptaszczyzny unikalnie zapisuje si¢ za pomocg kombinacji
liniowej Za + ¢35, ktéra moglibySmy umownie oznaczy¢ [, 9]a.s-

Teraz rozwigzanie zadania sprowadza si¢ doktadnie do dwuwymiarowego
przypadku!. Przestrzen wyznaczona przez h, jest prostopadla do wektora o
i nalezy do ptaszczyzny, stad jej czeéé liniowa a spekia:

{za+yp: (za+yp, a) = 0} = {za +yB:y(a, B) + zf|af* = 0}

Ponadto przestrzen ta przechodzi przez punkt wyznaczony przez koniec wek-
tora [3, a wiec ostatecznie otrzymujemy:

B+ {za+yp: yla,f) +alal* =0} =

{za+(y+1)8: yla, B) +zlaf* = 0}

{za+yB: (y—1){e, B) + zlla]* = 0}
Podobnie postepujac z przestrzeniag wyznaczong przez wysoko$¢ hg dosta-
jemy:

{za +yB: (z — 1)(a, B) + y||B* = 0}

Rozwigzaniem takiego uktadu rownan jest punkt przeciecia si¢ wysokosci
trojkata w uktadzie wspotrzednych ptaszezyzny:

e (a, B)

z = ((a,8)— |8l ><Oé,5>z_||oa||2||6||2
_ a — |la|? <a’5>

y = ((a,8) = lof )<a,ﬁ>2—”a||2”5”2

'Pomijajac niestandardowa definicje iloczynu skalarnego w ukladzie plaszczyzny.
Aspekty struktury liniowej sa zachowane przy przejsciu do innej bazy (tj. innego uktadu
wspOlrzednych), ale struktura iloczynu skalarnego — nie. Dzieje sie tak dlatego, ze prze-
szliSmy do bazy, ktéra nie jest ortonormalna, tj. wektory bazowe « i 8 w ogdlnosci ani nie
musza by¢ do siebie prostopadte, ani unormowane. MoglibySmy wprowadzi¢ w tej pltasz-
czyznie ortonormalny uklad wspdélrzednych — i wtedy wzory z przypadku dwuwymiaro-
wego przeniosly by sie literalnie — ale konstrukcja takiej bazy wymagata by dodatkowego
zachodu i obliczen, co czyni caly proces nieoplacalnym.
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ktory odpowiada wektorowi:

(o, 8)
(o, B)2 = lla?l|5]1?

va+yB = ({o, B)(a+ B) = [|B]Pa — [|al*B)



