Elementy geometrii analitycznej

Znajdziemy teraz wzér na odleglo$é punktu (xg,yo) od prostej o réwnaniu ax + by + ¢ = 0.

Oczywiscie po to, by to réwnanie przedstawialo prosta trzeba zalozyé, ze wektor [a,b

Przypomnijmy, ze odleglosé punktéw (z1,y1) i (w2,92) to /(w1 — 22)% + (y1 — y2)2. Wynika to
natychmiast z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata o wierzchotkach (x1,y1), (z1,92) i
(z2,y2), ktérego pionowy bok ma dtugosé |ys — y1| a poziomy — |xg — x1].

Analogicznie w przestrzeni tréjwymiarowej odleglosé punktéw (x1,y1,21) 1 (22, y2, 22) jest réwna

V(@1 —22)2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2. W tym przypadku stosujemy wzér uzyskany dla punktéw plasz-
czyzny dla znalezienia odleglosci punktéw (x1,y1,21) i (22,y2,21), & nastepnie twierdzenie Pitagorasa
do tréjkata pionowego o wierzchotkach (z1,y1,21), (X2,¥2,21) 1 (x2,y2,22).

Przypomnimy twierdzenie kosinuséw: jesli a, b, ¢ sa bokami tréjkata o wierzchotkach A, B,C (A

lezy naprzeciw boku a itd.), to

2 =a%2+b%>—2abcosC

— symbol C' oznacza jednoczesnie wierzcholek i kat miedzy bokami wychodzacymi z tego wierzchotka.
Przypomnimy dowdd tego twierdzenia, ktére mozna i nalezy traktowaé jako uogdlnienie twierdzenia
Pitagorasa. Niech D oznacza rzut punktu B na prosta AC. Jedli katy C i A nie sa rozwarte, to
punkt D lezy na odcinku AC w odleglosci b — acosC od punktu A. Jedli kat A jest rozwarty,
to punkt D lezy w odleglosci acosC — b od punktu A. Wreszcie jesli kat C jest rozwarty (tzn.
cosC < 0), to punkt D lezy w odlegloéci b+ acos(m — C) = b—acosC od punktu A. Wobec tego
AD = |b— acosC| we wszystkich przypadkach. Podobnie we wszystkich przypadkach BD = asinC'.
Mamy wiec ¢ = BD? + AD? = a?sin® C + |[b — acos C|> = =a?sin® C + b*> — 2abcos C + a? cos? C' =
a? 4+ b? — 2abcos C'.

Wobec tego 2abcos C' = a? +b*> —c?. Jedli C =0 = (0,0,0), A= (v1,91,21), B = (22,92,22), to
2abcos C = (a3 +y3+22) + (@3 +y3+23) — (21— 22)+ (91— 2)+ (21 — 22)?) = 2@ 122+ Y1y +2122)
zatem abcos C' = x1x9 + y1y2 + 2122 . Pora na okreslenie iloczynu skalarnego.

Definicja iloczynu skalarnego
Tloczynem skalarnym u - v wektoréw U = [u1, ug, us] V = [v1,ve2,v3] nazywamy liczbe

U1V + U2V + U3V3 . |

7 tekstu poprzedzajacego definicje wynika jasno, ze iloczyn skalarny dwéch wektoréw jest réwny
iloczynowi ich dlugosci i kosinusa kata miedzy nimi. Jest wiec réwny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
jeden z wektoréw jest réwny 0 lub, gdy kosinus kata miedzy nim i jest réwny 0, czyli gdy mnozone
wektory sa prostopadle. By nie lamaé sobie jezyka przyjmujemy, ze wektor zerowy jest prostopadly do
kazdego wektora. Iloczynowi skalarnemu przystuguje wiele wlasnosci algebraicznych, ktore czynia go
wielce uzytecznym. Wymienimy najwazniejsze z nich.

IS 0. -1 =0 wtedy i tylko wtedy, gdy @ = 0 = [0,0,0)];
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IS1. d-v =v-u — iloczyn skalarny jest przemienny;
IS 2. u-(

IS 3. (td)-v=t(d -v)=1-(tV) dla dowolnej liczby ¢t € R i dowolnych wektoréw u, v;
IS 4. s(tu) = (st)d dla dowolnych s,¢ € R i dowolnego wektora u;

IS 5. (s+1t)

ud = su + td dla dowolnych s,t € R i dowolnego wektora u;
IS 6. |i-v| <

(I - IVl , gdzie |4l := Vi - U, przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy co
najmniej jeden z wektoréw U,V jest zerowy lub gdy istnieje liczba ¢ taka, ze 4 = tV, ta nieréwnosé
nazywana jest nieréwnoscia, Schwarza, czasem Schwarza—Cauchy’ego.

Oczywiscie mnozymy wektor przez liczbe mnozac kazda wspoélrzedna wektora przez te liczbe:
tu =t (u1,ue,us) = (tuy, tug, tus) .

Wiszystkie wymienione wlasnosci wynikaja od razu z definicji dziatan na wektorach. Jedyny problem

to nieréwnos¢ Schwarza, ktéra wynika natychmiast z geometrycznej interpretacji iloczynu skalarnego i

z tego, ze —1 < cosa < 1. Mozna ja tez udowodnié¢ nieco inaczej. Podamy dwa takie dowody, oba w

nieco ogdlniejszej sytuacji.

Pierwszy dowdéd nieréwnosci Schwarza
Wykazemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n i dla dowolnych liczb rzeczywistych z1,zs,...,x,,
Y1, Y2, - - -, Yn zachodzi nieréwnosé
(@Y1 + ways + - F 2ayn)® < (@ F 23+ D)W H 3+ )

Przenoszac wszystkie wyrazenia na prawa strone, wymnazajac wszystko otrzymujemy sume iloczynow

typu acz2y]27 1 <i,j <n , od ktérej odejmujemy sume iloczynéw postaci z?y?, 1 < i < n oraz

podwojong sume wszystkich iloczynéw postaci x;y;z;y;, 1 < i # j < n. Jasne jest ze po odjeciu

znikna, iloczyny postaci z7y7, 1 <i < n. Reszta to suma wyrazen postaci 7y — 2v,x;y:y; + 2397,

1 <i < j <n. Poniewaz xfyjz —2x;7;Y; +x3y§ = (zy; — :vjyi)2, wiec ta suma jest liczba nieujemna,

Zalézmy, ze 0 = Zl§i<j§n(xiyj —z;y;)%. Wtedy zy; = zjy; dla 1 <i<j<n.Jedliy; #0#y;, to

mozemy napisaé % = z—j . Wobec tego wszystkie ilorazy postaci % sa rowne. Oznaczmy ich wspolna

wartos¢ przez t. Niech y; # 0 = y;. Poniewaz x;y; = x;y;, wiec ; = 0 i wobec tego réwniez w

tym przypadku zachodzi wzér x; = ty;. WykazaliSmy wiec, ze jesli (z1y1 + Zoys + - + Tpyn)? =

(@2 + 23+ +22) (2 +y5 + - +y2) iconajmniej jedna z liczb y1,¥a,...,yn jest rézna od 0, to

istnieje liczba rzeczywista ¢t taka, ze x; = ty; dla ¢ = 1,2,...,n. Jasne jest, ze jesli taka liczba t

istnieje, to nieréwnos$¢ Schwarza staje sie réwnoscia. W ten sposéb zakonczylismy pierwszy dowéd. B
Drugi dowdd nieréwnosci Schwarza, ktérego nie bedzie go na wykladzie.

Jasne jest, ze jesli zdefiniujemy iloczyn skalarny w przestrzeni n-—wymiarowej wzorem

Xy =[z1,22,.., 20 [Y1,92,- - Yn] = 191 + T2y2 + - + Ty,

to beda mu przystugiwaé wlasnosci IS0 — IS5. Zalézmy, ze ¥ # 0, tzn., ze co najmniej jedna ze

wspéhrzednych wektora ¥ jest rézna od 0. Niech

)= F+17) R+ty) = (X X) +t(X-§) +1(F %) + 2 ¥) = (X %) + 26X §) + (F - §) -
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dla kazdej liczby t € R. Funkcja f jest wielomianem kwadratowym, ktérego wszystkie wartosci sa
nieujemne, zatem jego wyréznik nie moze byé¢ dodatni. Mamy wiec

0> A=A 7 —4Z-R)(F7) = 4(F-9? — - R)F 7).
a to oznacza, ze nieréwnosé Schwarza jest prawdziwa. Oczywiscie jedli (X-¥)? = (X X)(¥ - ¥), to
wielomian kwadratowy ma dokladnie jeden pierwiastek (podwdjny), a to oznacza, ze istnieje liczba
rzeczywista t taka, ze 0 = f(t) = (X +t¥) - (X +t¥), czyli X = —t¥. ZakonczyliSmy drugi dowéd
nieréwnosci Schwarza. B

W drugim dowodzie mniej przeksztalcalismy. W dodatku w samym dowodzie korzystaliémy jedynie
z wlasnosci IS0 — IS5. Wynika stad, ze jesli zdefiniujemy iloczyn w jakikolwiek inny sposob, ale
tak, ze wlasnosci ISO—IS5 beda spelione, to rowniez wlasnosé IS6 bedzie speliona. Przyklad takiej
sytuacji mozemy bez trudu poda¢. Mozna przyjac, ze iloczynem skalarnym wektoréw m i m
jest np. liczba 2x1y1 + T1y2 + 2y1 + T2y2, sens geometryczny jest znacznie mniej oczywisty niz
poprzednio i nie bedziemy tej kwestii analizowa¢, powiemy tylko, ze na plaszczyznie mozna wprowadzaé
uklady wspétrzednych nieprostokatnych, ze jednostki na osiach nie musza byé¢ rownej dlugosci. Iloczyny
skalarne mozna tez definiowa¢ w innych zbiorach, np. zbiorach, ktérych elementami sa funkcje.

Pierwszy dowdd podalismy, by studenci widzieli, ze wymy$lenie dowodu tak prostej wiasnosci jest
w ich zasiegu. Drugi, by méc powiedzieé¢, ze po pewnym czasie, ludziom udaje sie lepiej zrozumieé
uzyskane twierdzenie, czesto rozszerzy¢ zakres jego stosowalnosci i na ogdt uprosci¢ dowéd. Nie nalezy
sie wiec dziwié, ze na pomyst przeprowadzenia krotkiego dowodu mozna nie wpasé od razu. Te krotkie
rozumowania to czesto efekt dosyé¢ dtugich rozmyslan.

Jedli co najmniej jedna z liczb a,b jest rézna od 0, to zbiér wektoréw (z,y)* prostopadlych
do wektora (a,b) jest opisany réwnaniem ax + by = 0. Oczywiscie korice tych wektoréw tworza prosta
prostopadls do wektora (a,b). Wobec tego
Jesli (a,b) # (0,0), to réwnanie az+by+ ¢ = 0 opisuje prosta prostopadla do wektora (a,b).
Prosta ta jest réwnolegla do prostej o réwnaniu ax + by = 0.

Jesli co najmniej jedna z trzech liczb a, b, c jest rézna od 0, to rownanie az + by + cz = 0 opisuje
zbiér wektoréw prostopadlych do wektora (a,b,c). Jest wiec to réwnanie plaszczyzny przechodzacej
przez poczatek ukladu wspoétrzednych. Wobec tego
Jesli (a,b,c) # (0,0,0), to ré6wnanie ax + by + ¢z + d = 0 opisuje plaszczyzne prostopadla do
wektora (a,b, c). Plaszczyzna ta jest réwnolegla do plaszczyzny o réwnaniu az + by + cz = 0.

Definicja iloczynu wektorowego
Tloczynem wektorowym u x Vv wektoréw d = [uj,ug,u3)] i V = [v1,v2,v3] nazywamy wektor
[ugvs — Ugve, UsV] — UV3, UV — Ugv]. A

Ze wzgledu na to, ze iloczyn wektorowy jest czesto stosowany, wypada wspomnieé, ze wielkosci

>kMc’)wia(c wektor (z,y) mamy na mysli wektor zaczynajacy si¢ w punkcie 0=(0,0), ktérego koricem jest punkt (z,y).

3



Up U2

postaci uyve — ugv; nazywane sa wyznacznikami drugiego stopnia. Piszemy wuyve — usvs = v v
1 2

Definiujemy tez wyznaczniki wyzszych stopni, np. trzeciego:
U1 (5 us
V1 V2 U3 | =U
wyp w2 ws

V2 V3
w2 W3

V1 V2
w1 w2

(%1} V3
wp w3

— U2 u3 =

= U1V2W3 — U1V3W2 + U2V3W1 — UV1W3 + U3V1W2 — U3V2W1 .

O wyznacznikach opowiemy wiecej w jednym z nastepnych wykladéw. Teraz zauwazmy tylko, ze
1 0 0
oznaczajac ej; = (8) , €9 = (é) , €3 = (2) mozemy napisac, ze

€ €2 €3
Uuxv= Uy U2 U3| =€
U1 V2 U3

U2 U3
V2 U3

up U2
U1 U2

( )

W odréznieniu od iloczynu skalarnego dwéch wektoréw, ktéry jest liczba (czyli skalarem), iloczyn

Uy ug
2
(%1 VU3

+es3

U2 U3
V2 U3

Uy us
U1 U3

Up U2
U1 U2

) )

wektorowy jest wektorem. Wykazemy jest jest on wektorem prostopadtym do obu czynnikéw jed-
noczesnie oraz ze jego dlugos¢ to pole réwnolegloboku rozpietego przez mnozone wektory. By wykazaé
prostopadios¢ wystarczy obliczy¢ iloczyn skalarny:
U- (U X V) = [ug,ug, us] - [ugvs — ugve, usgvy — uivs, U3 — ugz] =

= ULUV3 — UTUZV2 + UsU3V] — UaUIV3 + UULVe — UsUsV1 = 0.
Réwnosé v - (d x V) = 0 sprawdzamy w taki sam sposéb. Sprawdzimy najpierw, ze kwadrat pola
réwnolegloboku rozpietego przez wektory i i ¥ réwny jest (d-d)(V-V)— (d-V)?. Skorzystamy z tego,
ze pole réwnolegtoboku jest illoczynem boku przez wysokos¢ do niego prostopadla. Znajdziemy najpierw
taka liczbe t € R, ze wektor d — ¢tV okaze sie prostopadly do wektora V. Oznacza to, ze wektor tv
bedzie rzutem wektora U na prosta wyznaczona przez wektor V i wobec tego wektor u — ¢tV bedzie
wysokoscig réwnolegloboku prostopadls do ,,boku” V. Ma byé v-(d—tV) =0, czyli v-d—tvV-v=0.

Jesli v # 0, to t = ¥ Niech P oznacza pole réwnolegloboku rozpietego przez wektory i V.

V-V
Mamy P = [|¥]-||d— LL¥||. Wobec tego P? = ||¥]]?- ||t — 3392 = (¥ V) (i — ZI¥) - (i - E¥V)) =
=(V¥) (W= §3UV = F3V-0+(§3)7V V) = (V-9) (Bd-2350-V+(§3)*V-¥) = |9]°||d]f* - (d-v)°.

Wzoér wykazalismy. Z pierwszego dowodu nieréwnosci Schwarza wynika wzér
||\_;||2||ﬁH2 - (l_i . \7)2 = (UQ’Ug — U3U2)2 + (U3’U1 — U103)2 + (u1v2 — Uzvg) = ||ﬁ X \7”2 .
Udowodnilismy, ze kwadrat pola réwnolegloboku rozpietego przez wektory u,v réwny jest kwadratowi
dtugosci iloczynu wektorowego. Mozemy otrzymany wzor przepisa¢ w postaci
IVIP]* = (@-¥)* + [|d > V| .
Ten wzoér to w zasadzie ,,jedynka trygonometryczna”. Jesli bowiem ¢ oznacza kat miedzy d i v, to
u-v =[]l - ||V||cos ¢ oraz ||dx V|| = ||t -||¥] sin ¢, bo pole réwnolegloboku to iloczyn bokéw i sinusa

kata miedzy nimi.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.

22,

23.

24.
25.

Zadania

Znalez¢ odleglosé punktéw (1,-7) i (%,-3).

Znalezé odleglo$é punktéw (%7 -7,-9) i (%, -3,3).

ZnaleZé réwnanie prostej réwnolegtej do prostej © — 7y + 5 = 0 przechodzacej przez punkt (1,1).
Znalez¢ odleglosé punktu (1,1) od prostej  — Ty +5=0.

Jaki warunek spehiajg liczby a, b, jesli wektor [a,b] jest prostopadly do wektora [3,—5]?

Jaki warunek speliaja liczby a, b, ¢, jesli wektor [a,b,c] jest prostopadly do wektora [1,2,3]?
Jaki warunek speliaja liczby a,b,c, jesli wektor [a,b,c| jest prostopadly do wektoréw [1,2,3] i
[3,2,1]7

Czy punkty (1,2), (2,3), (3,4) leza na jednej prostej?

Czy punkty (1,2), (2,4), (3,9) leza na jednej prostej?

Znalez¢ pole tréjkata o wierzchotkach (3,5), (5,8) i (0,0). Czy ten trdjkat jest prostokatny,
ostrokatny czy rozwartokatny?

Znalez¢é pole tréjkata o wierzchotkach (3,5,8), (5,8,13) i (0,0,0).

Znalezé pole tréjkata o wierzchotkach (—1,2,0), (0,3,1) i (10,—5,—1). Czy ten trdjkat jest
prostokatny, ostrokatny czy rozwartokatny?

Znalez¢ $rodek okregu opisanego na trdjkacie o wierzchotkach (2,1), (5,5) i (1,8)7 Czy ten
tréjkat jest prostokatny, ostrokatny czy rozwartokatny?

Znalezé $rodek okregu opisanego na tréjkacie o wierzchotkach (2,1), (3,5) i (8,13)? Czy ten
tréjkat jest prostokatny, ostrokatny czy rozwartokatny?

Znalez¢ punkt przeciecia wysokosci tréjkata o wierzchotkach (2,1), (3,5) i (8,13).

Znalez¢ punkt przeciecia srodkowych tréjkata (srodek ciezkosci) o wierzchotkach (2,1), (3,5) i
(8,13).

ZnaleZ¢ réwnanie plaszezyzny zawierajacej punkty (3,—1,2), (0,2,1) i (—3,2,2).

ZnaleZ¢ réwnanie plaszezyzny zawierajacej punkty (—1,2,0), (0,3,1) i (10,—5,—1).

Znalez¢ $rodek okregu opisanego na tréjkacie o wierzchotkach (—1,2,0), (0,3,1) i (10,—5,—1).
Znalez¢ punkt przeciecia wysokosci trdjkata o wierzchotkach (—1,2,0), (0,3,1) i (10,-5,—1).
Znalez¢ punkt przeciecia srodkowych tréjkata (Srodek ciezkosei), ktérego wierzchotkami sa punkty
(—1,2,0), (0,3,1) i (10,5, —1).

Znalez¢ réwnanie plaszezyzny przechodzacej przez punkty (2,7,—1) i (4,1,2) réwnoleglej do wek-
tora (1,0,0). Ile jest takich plaszczyzn?

Wykazaé, ze X- (¥ -Z) = (X-¥)-Z wtedy i tylko wtedy, gdy wektory X i Z sa réwnolegle albo oba
wektory X i Z sa prostopadle do wektora y .

Znalez¢ odleglosé punktu 0 = (0,0,0) od plaszczyzny 4o — 3y + 122 — 39 =0.

Znalez¢ odleglosé punktu A = (—1,3,1) od plaszczyzny 4a — 3y + 122 — 39 =0.
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26.

27.
28.

29.

30.

Zmalez¢ punkt X | ktory dzieli odcinek AB w stosunku:

1:1, 1:3, 2:3, jesli A=(1,-2,3), B=(21,-22,-37).

Znalez¢ iloczyn wektorowy v x w wektoréw v =[1,2,3] i w =[1,-2,3].

Znalez¢ objetosé czworodcianu, ktérego wierzchotkami sa punkty A = (1,2,0), B = (4,3,0),
C=(1,1,1)i D=(2,3,1).

Znalez¢é $rodek kuli opisanej na czworos$cianie o wierzchotkach A = (1,2,0), B = (4,3,0),
C=(1,1,1)i D=(2,3,1).

Znalez¢ kat miedzy plaszczyznami 20 —y—2—-1=01i x+y — 22 =0.



