Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéow, 28 I 2017 — Czes¢ I

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: .......... ... ... ... ..l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko 0 lub 3—4 pkt] Podaj definicje ograniczenia gérnego i kresu gérnego zbioru A C R.

A. b) [1 pkt] Wskaz zbiér wszystkich ograniczen gérnych zbioru pustego.

A. ¢) [2 pkt] Wyjasnij krotko zwiazek i r6znice pomiedzy pojeciami elementu najwiekszego i kresu
gornego zbioru; réznice zilustruj przyktadem (ale nie obrazkiem. .. ).

VERTE



B. [8 pkt] Sformuluj Twierdzenie ,,0 granicy ciggu monotonicznego”. Udowodnij to twierdzenie
dla szczegdlnego przypadku, gdy ciag jest rosnacy i ograniczony z gory.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko 0 lub 4-5 pkt] Dokoticz definicje: Cigg {an},, jest ciggiem Cauchy’ego wtedy i tylko
wtedy gdy

A. b) [4 pkt] Przyjmujemy nastepujaca definicje: Ciag {w,}, 5, jest dodé mily wtedy i tylko wtedy
gdy

1 < | | < 1
V E—— T — X —.
n>1 n 1 x n+1 n| X n

Podaj przyktad takich dwéch dosé mitych ciggow, ze pierwszy jest ciagiem Cauchy’ego, a drugi nie.

VERTE



B. [6 pkt] Dla kazdego z ciagéw o n-tym wyrazie zadanym dla n > 1 ponizszymi wzorami, rozstrzygnij
dwie kwestie: 1) — czy jest on ciagiem Cauchy’ego oraz  2) — czy posiada on podciag zbiezny:

1
a) n?sin (),
n



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko 0 lub 4-5 pkt] Sformuluj kryterium Dirichleta zbieznosci szeregbw.

A. b) [4 pkt] Podaj po jednym przyktadzie ciggu {b,},,, spemiajacego warunek:

(i) ciag {Z bk} jest ograniczony i $cile rosngcys;
k=1 n>1

n
(ii) ciag {Z bk} jest ograniczony i nie jest monotoniczny.
k=1 n>=1

VERTE



B. [6 pkt] Zbadaj zbieznosé i bezwzgledna zbieznosé szeregbow:

n

b) g (711 + (_1)n> :

n2



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [5 pkt] Dla funkcji f: R — R sformuluj:

(i) definicje ciagtosci f w punkcie a € R (tzw. wersje Heinego):

(ii) warunek réwnowazny powyzszej ciaglosci f w punkcie a € R w tzw. wersji Cauchy’ego:

(iii) definicje jednostajnej ciggtosci f.

A. Db) [6 pkt] W kazdej ramce podaj warto$¢ odpowiedniej granicy funkeji, o ile istnieje; natomiast gdy
nie istnieje, wpisz “BRAK”:

. tg(1323)
a) lim o5

(1
b) 3161_% sin <$5>

©) alcliq x?—1

VERTE



B. [4 pkt] Podaj przyktad ciagtej funkcji f : R — R, ktéra jest r6zniczkowalna we wszystkich punktach
a # 17 i dla ktérej f'(17) = +o0.



Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 28 I 2017 — Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczg czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zu-
pelnie elementarne, powinny opierac sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew.
takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposob umozliwiajgcy identyfikacje
(np. podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszqg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.
Wykaz zbieznos¢ i znajdz granice ciagéw o wyrazach zadanych dla n > 1 nastepujaco:
TI\"
a) a,= V11" — 10" + nl10, b) b, = (an — 7> , gdzie a, jest okreslony w a).
Zadanie 2.

Rozwazamy funkcje ciagta f : [0; 1] — R oraz ciag {z,},, liczb z [0; 1] o tej wlasnosci,

ze dla kazdego n > 1 zachodzi
1

n

Wykaz, ze rownanie f(x) = 0 posiada rozwiazanie x w przedziale [0; 1].

Zadanie 3.
Zaktadamy, ze ciag {¥,}, -, ma wszystkie wyrazy wigksze lub réwne zero. Niech dla n > 1:

1
Ap = §<In + anrl); 9n = \/TnTnt1-

a) Wykaz, ze jezeli 329 z,, jest zbiezny, to oba szeregi 3725 a,, 31 g, sa zbiezne.

b) Czy ze zbieznosci Y12 a,, wynika zbieznosé¢ 29 z,,?

c) Czy ze zbieznosci Y% g, wynika zbieznos¢ Y z,,?

Zadanie 4.
Rozwazamy funkcje ciagta f: R — R speliajaca f(x 4 2016) = f(x) dla wszystkich z € R.

a) Udowodnij, ze f jest ograniczona.

b) Udowodnij, ze f posiada punkt staly (tzn. f(c) = ¢ dla pewnego ¢ € R).



