Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 18 IT 2017 — Czes¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: ......... ... ... ... ...l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko O lub 2—-3 pkt] Sformulyj ,,aksjomat zupelnoéci” (,ciagtosci”) zbioru liczb rzeczywi-
stych.

A. b) [tylko O lub 2 pkt] Dla kazdego z ponizszych zbioréw wskaz zbiér jego wszystkich ograniczen
dolnych:
(i) R

(ii) (3;6)

(iii) [3; 6)

A. c) [2 pkt] Wskaz przyktad ciagu ograniczonego {a,},, ktérego zbior wszystkich wyrazéw nie ma
elementu najmniejszego, ani najwiekszego.

VERTE



B. [8 pkt] Sformutuj twierdzenie ,,0 zupetnosci R” (nie chodzi o aksjomat. .., chodzi o twierdzenie
zwiazane z pojeciem ciagu Cauchy’ego ... ). Udowodnij to twierdzenie.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko O lub 3—4 pkt] Sformutuj twierdzenie ,,0 zachowaniu nieréwnosci przy przejsciu
granicznym” (dla ciagbw).

A. b) [2=1+1 pkt] Przyjmujemy nastepujaca definicje: Ciag {7, },>, jest dodé zty wtedy i tylko wtedy
gdy
S A

Podaj przyktad dos¢ ztego ciagu. Rozstrzygnij, czy ciag dos¢ zty moze mie¢ podciag zbiezny.

VERTE



B. [9 pkt] Dla kazdego z ciagéw o n-tym wyrazie zadanym dla n > 1 ponizszymi wzorami, rozstrzygnij
dwie kwestie: 1) — czy jest zbiezny oraz  2) — czy jest ograniczony:

1
n

a) \/ﬁsin< ),




Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko 0 lub 4-5 pkt] Sformutuj kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregdw.

A. b) [4 pkt] Podaj po jednym przyktadzie par ciagéw {an},~;, {bn}, >, takich, ze:

n +0o0
(i) a, — 0, ciag {Z bk} jest ograniczony, ale > a,b, jest rozbiezny:
k=1 n>1 n=1
n +00
(i) a, — 0, ciag {Z bk} jest ograniczony oraz »  a,b, ma sume réwng 1:
k=1 n>1 n=1

VERTE



+00 400 “+o0 1
B. [6 pkt] Szereg Z ¢y, jest iloczynem Cauchy’ego szeregdw Z 1 i

“+oo

Zbadaj zbieznos¢ Y ¢, oraz zbieznos¢ {c,}, ;-
=

n=0

o
n=0 2



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko O lub 4-5 pkt] Sformuluj twierdzenie ,,Bolzano o wlasno$ci Darboux”

A. b) [6 pkt] W kazdej ramce podaj warto$¢ odpowiedniej granicy funkeji, o ile istnieje; natomiast gdy

nie istnieje, wpisz

t 2
a) lim 8(2”)
=T  COST

b) lim cos (

:)

r—+00 1;5
_3
el
c) lim
z—0 xz

“BRAK”:

VERTE



B. [4 pkt] Podaj przyklad ograniczonej rézniczkowalnej funkeji f : (0; +00) — R, ktéra nie ma granicy
w punkcie 0.



Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 18 IT 2017 — Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczg czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zu-
pelnie elementarne, powinny opierac sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wyktadu, ew.
takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposob umozliwiajgcy identyfikacje
(np. podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszqg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.

a) Wykaz, ze dla kazdego = € R oraz parzystego n > 2 zachodzi
(I1+2)" > 1+ nz.

Czy parzystos¢ n jest tu istotna?

b) Rozwazamy ciag {a,},, zadany wzorem rekurencyjnym

(a, +1)* =1

1 dla n>1,

a; = ¢, any1 =

gdzie ¢ jest pewng wybrang liczbg. Wykaz, ze ciag {an},, jest monotoniczny przy kazdym
wyborze ¢ € R.

c) Znajdz granice powyzszego {a,},~, W zaleznosci od wartosci c.
=

Zadanie 2.
Dla ciagdéw o wyrazach zadanych ponizszymi wzorami (dla n > 1) zbadaj istnienie granic i znajdz

je, o ile istnieja:

" 1 1\"
a) a, = C/(n) + 1000°" b) b, = (an +1-— n) , gdzie a, jest okreslony w a).
Zadanie 3. .
Dla kazdego x € R zbadaj zbieznosé¢ oraz bezwzgledng zbieznos¢ szeregu Z 5 Z 11 x".
n=0 n
Zadanie 4.
Rozwazamy funkcje ciagta f: D — D, gdzie D = [0; +00), spelniajaca
12
lim L(m) = —.
z—+o0 13

Udowodnij, ze f posiada punkt staty (tzn. f(c¢) = ¢ dla pewnego ¢ € D).



