Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2017 — Czesé 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: ......... ... ... ... ...l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Dla funkcji skalarnej f okreslonej na przedziale I sformutuj definicje wypuktosci lub inny
znany z wykltadu warunek réwnowazny wypuktosci.

A. b) [za <5 poprawnych: 0 pkt; za 5 poprawnych: 2 pkt; za 6: 3 pkt; za wszystkie: 5 pkt]
Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, dotyczacych funkcji skalarnych okreslonych na
calym R, wpisujac odpowiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

Jedli funkcja jest wklesta to jest rézniczkowalna.

Jesli funkcja wypukta jest dwukrotnie rézniczkowalna, to jej pochodna jest funkcja rosnaca.

Pochodna funkcji rézniczkowalnej Scisle rosnacej jest w kazdym punkcie wieksza od zera.

Pochodna rézniczkowalnej funkceji lipschitzowskiej jest funkcja ograniczong.

Jesli pochodna funkcji rozniczkowalnej jest ograniczona, to funkcja ta jest jednostajnie ciagta.

Jesli funkcja rézniczkowalna ma $ciste minimum lokalne, to jej pochodna przyjmuje zaréwno
warto$¢ wieksza od zera, jak i warto$¢ mniejsza od zera.

Jesli funkcja jest wypukta to ma minimum lokalne.

VERTE



B.) [7=2+5 pkt] Sformutuj twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej i przedstaw jego dowdd
(jak zwykle mozna tu korzystaé z wezesniejszych wynikow z wykladu juz bez ich dowodzenia).



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Uzupelnij ponizsze sformutowanie twierdzenia o rézZniczkowalnosci granicy.

Niech I bedzie przedziatem oraz f, : I — R niech bedq funkcjami rozniczkowalnymi dla wszystkich n > 1.
Jesli funkcja f : I — R jest taka, ze dla kazdego x € I zachodzi lirf fulz) = f(z) oraz

to f jest rozniczkowalna oraz dla kazdego x € 1

f'(x) =

A. b) [3 pkt] Podaj sformutowanie twierdzenia o cigglosci granicy.

VERTE



B. [8=2x4 pkt] Dla funkcji f : D — R, zdefiniowanych podanymi nizej wzorami dla wszystkich z € D,
rozstrzygnij o ciagtosci oraz o rézniczkowalnosci f:

400 "
o f(x):= nz::o ) dla D:=R
+00 1
o f(z):= nz::l e dla D :=[0; +00)



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

-1 dlaz <0
1 dlax >0

i podzialu P = (=1, —%, 0, 1, 1) podaj wartodci sumy dolnej (tzn. S(f, P)) oraz gérnej (tzn. S(f, P)):

A. a) [4=2x2 pkt] Dla funkcji f: [-1;1] — R zadanej wzorem f(z) = {

A. b) [2 pkt] Podaj wartosé¢ catki gérnej i catki dolnej z powyzszej funkeji f.

A. c) [tylko za oba poprawne: 2 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci ponizszych zdan, wpisujac odpo-
wiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

Jedli funkcja g: [0; 1] — R jest ciagta, to istnieje funkcja pierwotna do niej.

Jedli istnieje funkcja pierwotna do funkeji g: [0;1] — R, to g jest ciagla.

VERTE



B. a) [4 pkt] Wartosé g(x) funkcji g : R — R jest dla kazdego x € R catka Riemanna po przedziale
[2; 2% + 1] z funkcji zadanej wzorem e®) (dla wszystkich t z tego przedziatu). Wykaz rézniczkowalnosé
funkcji g.

B. b) [3 pkt] Zbadaj, czy to prawda, ze dla pewnego a € (0; 1) zachodzi

ola?) _ / L) g
0



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Podaj przyktad przestrzeni metrycznej (X, p) oraz pewnej takiej rodziny podzbioréw
otwartych w tej przestrzeni, ze przeciecie tej rodziny nie jest zbiorem otwartym ani domknietym.

A. b) [2 pkt] Podaj przyklad takiej funkcji f : R? — R, ze f~1({0}) jest zbiorem zwartym nieskori-
czonym. Uwaga: prosze nie myli¢ nieskoriczonego z nieograniczonym. . .

A. ¢) [2 pkt] ZnajdZ macierz Jakobiego w punkcie 0 funkcji f : R® — R? zadanej wzorem
f(z) := (x1 + 229 + T3, 1175 +€%3), 2 € R

A. d) [2 pkt] Funkcja G :R® — R jest rézniczkowalna oraz (grad G)(0,0,0) = (1,1, 1)
i(gradG)(1,1,1) = (6,3,2). Funkcja f : R — R zdefiniowana jest wzorem

f(t) =Gt 12 %), teR.
Podaj wartosé¢ f(1).

VERTE



B. [6=1+45 pkt] Sformutuj i wykaz twierdzenie o ciaglo$ci funkcji rézniczkowalnej dla funkcji
d-zmiennych (d > 1).

B. DODATKOWE |[za dodatkowe 5 pkt] Rozwazamy zbiér X := {1,2, 3} oraz funkcje p okreslona
na rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru X:

3 dla A bedacego kazdym ze zbioréw: {1}, {1,2}, {1,3}, X
0 dla wszystkich pozostatych zbiorow A

p(A) = {

Rozstrzygnij, czy tak zdefiniowane p jest miara.



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2017 — Czesé 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2,5 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczg czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zu-
pelnie elementarne, powinny opierac sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew.
takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposob umozliwiajgcy identyfikacje
(np. podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszqg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.
Rozwazamy “przyblizenie” p := 1,1 liczby e.

(i) Wykaz, ze p< Ve < p+0,006.

(ii) Czy oszacowanie powyzsze mozna “poprawi¢” do Ve < p+ 0,0057?

Zadanie 2.

(i) Funkcja g : [0;4+00) — R jest okredlona wzorem g(z) := 355 dla z > 0. Znajdz pewna jej

funkcje pierwotna.

{L‘S

T3 26 dx, a jesli jest zbiezna, to oblicz jej wartos¢
x

“+o0o
(ii) Zbadaj zbiesnosé catki niewtasciwe; /
1

(vwaga: przy tym obliczaniu moze przydac sie punkt (i)).

Zadanie 3.
Rozwazamy M = {(z,y,2z) € R®:2? +y? =¢y* + 2?2 =1} oraz funkcje f: M — R
dang dla (z,y,z) € M wzorem
fleyz)=z+y+=

Zmajdz kres gorny oraz dolny zbioru wartosci f. Zbadaj, czy f posiada warto$¢ najwieksza oraz czy
posiada warto$¢ najmniejsza.

Zadanie 4.
Zmajdz wszystkie ekstrema lokalne funkcji f : R?> — R okreslonej dla (z,y) € R? wzorem
fla,y) = (2* +y* = Day.

Wskazowka: Naszkicuj zbior punktow, w ktérych f ma wartosé réwng 0.



