Analiza matematyczna, 2015/2016
sprawdzian — rozwigzania

15 grudnia 2015

Zadanie 1, wersja A

Niech a,, bedzie suma pierwszych n liczb naturalnych parzystych (czyli a, =0+2+...+2n).

a) Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze a,, = n?

+n.
b) Sprawdz korzystajac bezposrednio z definiicji, ze ciag b, = % jest zbiezny do zera.

c¢) Oblicz granice:

o an(1-5)"
lim ,
n—oo 3n? + 2015 — 2°%/n

odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

a) Rzeczywiscie, dla n =0 mamy ag = 0 — zgadza sie.
Zatézmy, ze ap = k2 + k dla pewnego k, wtedy api1 =ap +2(k+1) =k +k+2k+1+1=(k+1)?+(k+1). Co
dowodzi kroku indukcyjnego. A zatem z zasady indukcji matematycznej mamy, ze a, = n +n. O

b) Niech ¢ > 0. Mam znalezé N € N, takie, ze dla kazdego n > N mamy |b,| = ai = ﬁ < e. Zatem wystarczy,
L_]. Wtedy dla n > N mam: e > > 1

vare n2+n’

ze wezme N = [ o

c)

w(-2)" L weH-E) 1/

li = = = .
nl—{g’ 3n? + 2015 - 201% n—oo n?2 (3 + 2015 _ 7;724001259 ) 3+0+0 3\/5

n?

Skorzystaliémy z tego, ze ciag (1 - i)n zbiega do /1e, bowiem wiemy, ze

1)? 1\" 1
lim(l——) n:lim(l—f) =—,
n—oo 2n n—oo n €

ez o . . L. 1\"
co udowodnilismy na ¢éwiczeniach, korzystajac z tego, ze lim,—, oo (1 + 5) =e.

Zadanie 2, wersja A

Niech bedzie dana nastepujaca funkcja:
16
y=ay
f(z) = (-z)V* dla z € (-4,-1]

x edla (—oo,-4]

22 —6x+7

—on 3 dla x € (-1, 00)

a) Zbadaé ciaglosé funkeji f (wskazaé wszystkie punkty nieciagtoéci). Odpowiedz uzasadnié.



Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (1,2).
Znalez¢ asymptoty (pionowe, poziome, ukosne) funkcji f. OdpowiedZ uzasadnié.

Obliczy¢ f'(z) na przedziatach ((—oo0,—4),(-4,-1) oraz (-1,00). Sprawdzié, czy f jest rézniczkowalna w
punktach —4 oraz —1. Odpowiedz uzasadnic.

Zmnalez¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji f.
Obliczy¢ rownanie prostej stycznej do f w punkcie x = -9.

Policz lim,_,_o f(x)Inz? korzystajac z reguly de I'Hospitala.

Rozwigzanie

a)

Trzeba sprawdzi¢ ciaglo$é funkcji w punktach —1 i —4. W punkcie z = -1 mamy:

6z +7
hm Lf(@) = hm f(ac)im2 -0
wiec funkcja nie ma szans by¢ ciagla w tym punkcie, natomiast w x = -4, mamy

F(-4) = 2161 - 16

oraz:

hm f(:r)— hm =16,

-Vez-1
a takze:
lim f(z) = hm (= x)r— lim eV™#In(2) = 2 _ 42 _ 16,

T—>—4* T4t

A zatem lim,_,_4 f(x) istnieje i jest réwna 16 = f(-4), czyli funkcja jest ciagla w tym punkcie.

Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (1,2).

Zauwazam, ze:

4-12+7 -1
N=—""- 50
@)= ="
oraz 1-6+7 9
-6+
N=—>""=2x0
F)=——5=7

Poniewaz mianownik wyrazenia w f(x) ma pierwiastek w —1, to badana funkcja jest ciagla na przedziale
(1,2). A zatem z wlasnosci Darboux ma na nim pierwiastek.

Zaczynamy od asymptot pionowych. Jedyna szansa na to, ze dla pewnej skonczonej liczby ¢, limg_, .+ f(x) =
+00, to sytuacja, gdy c jest pierwiastkiem mianownika —2x — 2 wyrazenia okre$lajacego f (widzimy, ze
pierwiastek wyrazenia \/271 jest poza przedziatem). Widzimy, ze lim,_,_1+ f(z) = —o0, a zatem = = -1 jest
prawostronng asymptota pionowa. Sprawdzmy asymptoty poziome:

. . 2?2 -6r+7 z(z+z-1) ' '
o lim, o f(2) = limg o o9 - limg oo I(T_gg; = —00, a zatem nie ma prawostronnej asymp-
xr

toty poziomej.
16

V- -1

Zostaje wiec jeszcze opcja na prawostronna asymptote ukoéna. Liczymy:

o lim, ., o f(x) =lim,_o =0. A zatem mamy asymptote pozioma lewostronna y = 0.

. f(=) 2-6x+7 . 2?(1-%+5) 1
a= lim = lim = lim __ >
r—>o00 T —00 —2{172 21 T 00 l’2 (_2_%) 9
2o —x? - - x(-7+1
b:ﬁmf(x)—aleimx 6r+7-x leim 7x+7:hm ( w):Z
T—00 T—>00 —233 — 2 T —00 _2:1; — 2 T—00 (_2 _ %) 2

A zatem prosta y =ax +b=-3 + % jest prawostronna asymptota ukosna.



d) Jesli z € (-1, 00), to:

x2_6x+7)’ (22-6)(-22-2)+2(2>-62+7)  22+2z-13

—9r -2 -

/(@) :( (-2z - 2)° 2(z+1)°

Jedli natomiast x € (-4,-1)

O (N I (e R e R e = A GOV

__2+1n(—:17)(_ )\/q
STy

W konicu dla x € (—oo0,—4):

/ _ 16 l_ 2/~x _
f(f”)‘(w—x—l)‘( -

16 8

T oyTa(-z-2ym+1)  —amz-2w+-z

(korzystam z tego, ze = < 0).
Funkcja nie moze by¢ rézniczkowalna dla x = —1, bo nawet nie jest ciagta.
Sprawdzamy dla x = —4 liczac granice prawostronna i lewostronna;

lim f(x)-f(-4) _ 2+Ind )
—4+ r+4 4

6=-8-4In4,

z poprzedniego podpunktu wiemy zas, ze

@@ 8
—4- r+4 8-8+2

Poniewaz te granice sa rézne, pochodna nie istnieje.

e) Widaé, ze jedyna mozliwoéé zerowania si¢ pochodnej, to sytuacja, gdy =2 + 22 - 13 = 0. A = 4 + 52 = 56.
VA = 2¢/14. Zatem x1 = -1-+/14 oraz x5 = -1 + \/14. Poniewaz x; ¢ (-1, 00), to interesuje nas tylko xs.
Dodakowo pochodna moze zmienié¢ znak dla x = -1 i x = —4. Mamy wiec do rozwazenia przedzialy:

(—o00,—4), f'(x) > 0, funkcja rosnaca.

(-4,-1), f'(z) <0, funkcja malejaca,
(-1,-1++/14), f'(x) > 0, funkcja rosnaca,
(-1+V14,-00), f'(z) <0, funkcja malejaca,

A zatem mamy dwa lokalne ekstrema: x = -1 + /14 to maksimum oraz maksimum w nierézniczkowalnym
miejscu x = —4.

A zatem wykres funkcji wyglada mniej wiecej tak:



N [N N N [ I [N N I N [N N _—

1 | [ | ] | 0l ==l | | [ | | 1 | | 1 | 1 |
| | ] | ] | | 1 | 1 | ) | I ] | ] | 1 ]
22.21-20-19-18-17-16-15-1413-121110 9 & 7 & 5 4 3 2 1

T 1T T 11
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f) Liczymy:
16
—9)=—=8
F-9) =
8 2
"(=9)= —— - =
F(=9) 27-18+3 3

A zatem styczna to

2 2z
=—(x+9)+8=—+14.
y=3(@+9) 3
g) Poniewaz lim,_,_o 161022 = 00 = lim,_,_o /=2 — 1, mozemy zastosowaé regute de 1'Hostpitala:

161n 22 32z 4I/~-x
lim 6& = lim i = lim 6 L lim 0.

z 64
T—>—00 \/—p — T—>—00 2_ xr—>00 - T—00 \/—1
V-

Zadanie 1, wersja B

Niech a,, bedzie suma pierwszych n liczb naturalnych parzystych (czyli a, =0+2+...+2n).
a) Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze a,, = n? +n.
b) Sprawdz korzystajac bezposrednio z definiicji, ze ciag b, = ;—1 jest zbiezny do zera.

¢) Oblicz granice:
a,(1-%)°n

I :
ntoo 2n2 — 2015 — *Y/n

odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
a) Rzeczywiscie, dla n =0 mamy ag = 0 — zgadza sie.
Zalézmy, ze ay = k% + k dla pewnego k, wtedy aps1 =ap +2(k+1) =k?>+k+2k+1+1=(k+1)?2+(k+1). Co
dowodzi kroku indukcyjnego. A zatem z zasady indukcji matematycznej mamy, ze a, = n? +n. O
b) Niech € > 0. Mam znalezé N € N, takie, ze dla kazdego n > N mamy |b,| = é = ﬁ < e. Zatem wystarczy,
L ] Wtedy dla n > N mam: 5>%> L

vare n2+n’

ze wezme N = [




. ei 1

I ) L (L (e AN I S
0+0 2e2

1
n—o0 2%2 - 2015 - 201% - n—>oco p?2 (2 — 22% — n724001259) - 2+

Skorzystaliémy z tego, ze ciag (1 - %)zn zbiega do \/1e?, bowiem wiemy, Ze lim, e (1 - %)n =1, co udo-

wodniliémy na ¢wiczeniach, korzystajac z tego, ze lim,, (1 + %)n =e.

Zadanie 2, wersja B

Niech bedzie dana nastepujaca funkcja:

2
vt dla x € (—o00,1)
22 -2
f(z) = Ve dla z €[1,4)
1
0 x edla [4,00)

Vi-1

a) Zbada¢ ciaglosé funkeji f (wskazaé wszystkie punkty nieciagtosdci). Odpowiedz uzasadnié.

b) Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (-2,-1).

¢) Zmale7é asymptoty (pionowe, poziome, ukoséne) funkeji f. Odpowiedz uzasadnié.

d) Obliczy¢ f'(z) na przedzialach (—o0,1),(1,4) oraz (4, o0). Sprawdzié, czy f jest rézniczkowalna w punktach

1 oraz 4. Odpowiedz uzasadnic.
e) Znalez¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkeji f.
f) Obliczy¢ réwnanie prostej stycznej do f w punkcie = 9.

g) Policz lim, ., f(z)Inxz? korzystajac z reguly de I'Hospitala.

Rozwigzanie

a) Trzeba sprawdzié ciaglo$é funkeji w punktach 11 4. W punkcie z = 1 mamy:

2> +6x+7

Jim f(@) = Jim f(w)— 5 — =00

wiec funkcja nie ma szans by¢ ciagta w tym punkcie, natomiast w x = 4, mamy

16
f(4) = 51° 16
oraz:
lim f(x)= lim 16 _ 16,
PavE a—d* /T -1
a takze:

lim f(z) = lim zV® = lim eVEInT 2 g2Ind - 42 _ 16,
r—4- r—4- T4~
A zatem lim,_4 f() istnieje i jest réwna 16 = f(4), czyli funkcja jest ciagla w tym punkcie.

b) Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (-2,-1).

Zauwazam, ze:

4-12+7 -1
) S e
R e Y
oraz 1-6+7 2
-6+
1NN=——"_ 2
f(-1) > 5 _4<0

Poniewaz mianownik wyrazenia w f(z) ma pierwiastek w 1, to badana funkcja jest ciggla na przedziale
(-2,-1). A zatem z wlasnosci Darboux ma na nim pierwiastek.



c)

Zaczynamy od asymptot pionowych. Jedyna szansa na to, ze dla pewnej skonczonej liczby ¢, lim,_, = f(x) =
+00, to sytuacja, gdy c jest pierwiastkiem mianownika 2x -2 wyrazenia okreslajacego f (widzimy, ze pierwia-
stek wyrazenia —5— jest poza przedziatem). Widzimy, ze lim,_,1- f(x) = —o0, a zatem x = 1 jest lewostronna

Va1
asymptota pionowa. Sprawdzmy asymptoty poziome:
2 7
=+ 6+7 r\r+x+
o limy, o f(2) = Mgy 0o ——————— = limg oo (72”:) = —o0, a zatem nie ma lewostronnej
22 +@-9)
asymptoty poziome;j.
. . 16 )
o lim, o f(2) =lim;oo —— =0. A zatem mamy asymptote pozioma prawostronng y = 0.

NCES

Zostaje wiec jeszcze opcja na lewostronna asymptote ukosna. Liczymy:

2 22(1+8+7)

et J@ o b7 @) 1

eo-o0 g @m0 2x2-2p  ao-oo 332(2—%) 2
LE2+6IE+7—I’2+LE Te+7 $(7+1) 7
b= lim f(z)-ax= lim = lim = lim ——2&£=—,
r——00 r—>—00 2x —2 r——o00 Q1 — 2 I_,_mx(2_%) 2

A zatem prosta y =ax +b= 5 + % jest lewostronng asymptota ukosna.

Jedli x € (—o0,1), to:

x2+6$+7)’ (20 +6) (22 -2)-2(2® +62+7) 222713

/(@) :( 2z -2 (2z - 2)? 2(z-1)°

Jedli natomiast x € (1,4)

, —\/ naz ! ez r Inx - 2+lnx -
) = () = () = VY e (YD o7 L

W konicu dla z € (4, 00):

f'(gc):(ﬁ(a—l),: (Va-1)°

. -16 . =
Coyz(r-2yT+l) a/T-22+T

(korzystam z tego, ze = > 0).
Funkcja nie moze by¢ rézniczkowalna dla x = 1, bo nawet nie jest ciagla.
Sprawdzamy dla x = 4 liczac granice prawostronng i lewostronna;:

lim flx)-f(4) _ 2+1In4
4- -4 4

16 =8 +41In4,

z poprzedniego podpunktu wiemy zas, ze

o f@ -1 8
4* z-4 8-8+2

Poniewaz te granice sa rézne, pochodna nie istnieje.

Widaé, ze jedyna mozliwoéé zerowania sie pochodnej, to sytuacja, gdy z2 — 2z — 13 = 0. A = 4 + 52 = 56.
VA = 2\/14. Zatem x1 = 1-+/14 oraz x9 = 1 + V/14. Poniewaz x5 ¢ (-o0,1), to interesuje nas tylko x;.
Dodakowo pochodna moze zmienié¢ znak dla x =1 i x = 4. Mamy wiec do rozwazenia przedzialy:

e (—o0,1-+/14), f'(x) > 0, funkeja rosnaca,

e (1-v14,1), f'(x) <0, funkcja malejaca,

e (1,4), f'(x) > 0, funkcja rosnaca,



e (4,00), f'(z) <0, funkcja malejaca.

A zatem mamy dwa lokalne ekstrema: x = 1 —+1/14 to maksimum oraz maksimum w nierézniczkowalnym
miejscu x = 4.

A zatem wykres funkcji wyglada mniej wigcej tak:

414

=12

12345678 910111213 141516 17 18 19 2
L2

il--’f

-16-15-14-1312-1110 @ &

f) Liczymy:
16
9)=—=8
ORE
gy 8 _ 2
f<9)_27—18+3_ 3

A zatem styczna to
2 -2z
=——(x-9)+8=—+14.
y=-3(-9) 3

g) Poniewaz lim, o 16In22 = 0o = lim, 0o /7 — 1, mozemy zastosowaé regute de I'Hostpitala:

161n 22 32z 4 4
lim Olnz = lim £ :lim6\/5:1im6

T—00 \/__ 1 T—00 # T—>00 €T T—>00 \/5 B

x

0.




