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1 Wstep

W pracy rozwazamy rownolegle algorytmy rozwiazywania ukladow nieli-
niowych rownan algebraicznych powstatych z dyskretyzacji quasiliniowych
rownan eliptycznych metoda elementu skonczonego. Iteracyjne metody
wielopoziomowe naleza do najbardziej efektywnych metod rozwiazywania
uktadéw réwnan zwiazanych z dyskretyzacja rownan roézniczkowych
czastkowych zob. [2, Bank, Rose]. W pracy uogélniamy wielopoziomowa
metode rozwazana w [7, 8, Dryja, Widlund],[I3] Zhang] dla liniowych
rownan eliptycznych na zagadnienia nieliniowe. Celem pracy jest przed-
stawienie dwéch metod oraz analiza ich zbieznosci; mianowicie pierwszej
powstalej z uogdlnienia wielopoziomowej addytywnej metody Schwarza w
potaczeniu z metoda Richardsona oraz drugiej powstalej z metody Newtona
z wewnetrznymi i zewnetrznymi iteracjami. Do wewnetrznych liniowych ite-
racji uzyjemy tu tez addytywnej metody Schwarza. W analizie pokazemy, ze
zbieznos¢ obu metod nie zalezy od liczby niewiadomych i liczby poziomdw.
W pierwszej metodzie, Richardsona, kazda iteracje mozna przeprowadzi¢
rownolegle a w drugiej metodzie, Newtona, wszystkie iteracje wewnetrzne
mozna przeprowadzaé¢ rownolegle. Pierwszy algorytm jest rozszerzeniem al-
gorytmu powstalego z dwupoziomowej addytywnej metody Schwarza opisa-
nej w referacie [3, Cai, Dryjal. Obie metody sa optymalne, kiedy rozpatuje
sie je jako rownolegle i sekwencyjne. Jezeli rozpatrujemy obie metody jako
rownolegle przy zalozeniu, ze mamy L procesoréw, tyle ile poziomow, to spe-
edup czyli stosunek czasu wykonania algorytmu na L procesorach do czasu
wykonania na jednym procesorze wynosi L. Komunikacja i synchronizacja
sa tez nieduze i koszt iteracji jest rzedu liczby niewiadomych. Kiedy rozpa-
trujemy obie metody, jako sekwencyjne to przy odpowiedniej implementacji
koszt jednej iteracji tez jest rzedu ilosci niewiadomych.

W rozdziale 2 przedstawimy zagadnienie rozniczkowe oraz zalozenia przy
ktorych ma ono jednoznaczne rozwiazanie. Pokazemy tez pewne wiasnosci
tego zagadnienia. W rozdziale 3 przedstawimy dyskretyzacje metoda ele-
mentu skoriczonego oraz pokazemy istnienie rozwiazania ukladu réwnan po-
wstalych w wyniku tej dyskretyzacji. Rozwazymy tu przypadek dwuwy-
miarowy i aproksymacje na tréjkatach kawatkami liniowa ciagta. W tym
rozdziale opiszemy tez pochodna Gateaux operatora dyskretnego. W roz-
dziale 4 opiszemy wielopoziomowa metode Schwarza dla rownania Poissona
oraz implementacje preconditionera, ktory powstaje z tej metody. Para-
graf ten ma charakter pomocniczy. W rozdziale 5 przedstawimy metode



Richardsona w polaczeniu z preconditionerem z poprzedniego rozdziatu wraz
z analiza zbieznosci i implementacja. W rozdziale 6 przedstawimy metode
Newtona z zewnetrznymi i wewnetrznymi iteracjami z zastosowaniem precon-
ditionera z rozdzialu 4, wraz z analiza zbieznosci poréwnaj [9, D’yakonov].
Na koniec w rozdziale 7 przedstawimy wyniki kilku numerycznych ekspery-
mentow zwiazanych z przedstawionymi wcze$niej algorytmami. Liczba ite-
racji potrzebnych, aby blad residualny byt mniejszy od bledu poczatkowego
pomnozonego przez ustalony czynnik np. (107*) nie zalezy od liczby niewia-
domych i pozioméw potwierdzajac resultaty teoretyczne zawarte w pracy.



2 Zagadnienie rézniczkowe

W tej czesci sformulujemy zagadnienie rézniczkowe, ktorym sie zajmujemy
oraz przedstawimy pewne jego wlasnosci.
Klasyczne sformutowanie problemu rézniczkowego jest nastepujace:

2
0
Lu = _; axiai(x’U7VU) + aO(xyua VU) = f(vx) reQC R2 (1)

u(z) =0 x €N

gdzie Vu = (:Zu, -2-u)"

Ox1 ) Oxo
Bedzie nas interesowalo stabe sformutowanie tego zagadnienia.

Wyznaczy¢ u € H}(2) takie,ze
a(u,v) = f(v) Yo e Hy(Q), (2)
gdzie
a(u,v) = /Qiilai(x, u,Vu ) - Div + ag(x,u, Vu)v dz

ﬂ@zéﬁ%xmafeL%U

Tutaj D; = 2>
) jest ograniczonym obszarem zawartym w R? o Lipschitzowskim brzegu,
L2(2) - przestrzen funkcji calkowalnych w kwadracie.

znorma || fllfm = [ f°do
HY Q) ={feL*Q):D;f € L*(Q)i=1,2}
znorma |[fl3 = [ (f2+(VH?) da
H}(Q) - podprzestrzen funkcji z H'()) z zerowymi $ladami na brzegu.
Definiuje sie tez przestrzenn H}(2) jako domkniecie C§°(2) w H'(Q).

Zalozymy eliptycznosé a(u,v) jak w [10] tzn. 3 funkcje v i p ograniczone i
dodatnie takie, ze

v€:(£17€2)€R27 57&0 >vp/:(p07p17p2> € R3 ,VZ'GQ
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2 2 a
IS —ap}ai(x,p’)&ﬁj < up) D& (3)
i=1 ij=1 9Pj

=1

Zalozymy, ze forma ma ograniczona nieliniowo$é jak w [10]

a; €CHOAX RY, i=0,1,2 (4)
v(p) > v >0 0 p@p) < p (5)
aal 8@1'

max a;(x,0,0
Q,0<4,j<2, 1<k<2 {lai( )l ‘ | ‘8pj

L <M (6)

Definicja 1 Forma a(u,v) : Hy x Hy — R spelnia warunek silnej mono-
tonicznosci jesli

I3y>0 YuveH alu,u—v)—alv,u—uv)>yl|u— v||§{1(Q) (7)
Uwaga 2.1 Z silnej monotoniczno$ci wynika jednoznaczno$é rozwigzania.

Definicja 2 Forma a(u,v) : Hy x H} — R spelnia warunek silnej elip-
tycznosci jesl

= Mo > 07 v£ = (60761762) € R37 g% 07 Vp, = (p07p17p2) € R3

0
Ve e Q Za wp£z§g>qu£ (8)

1,7=0
W dwdéch kolejnych lematach (np. [6]) przedstawione sa wlasnosei formy (2)):

Lemat 2.1 Przy zatoZeniu silnej eliptycznosci forma a(u,v) : H} x HY — R
jest silnie monotoniczna.

Dowéd:
Skorzystajmy z tego, ze dla u,v € H}(Q) w punkcie x:

1
a;(z,v,Vv) — a;(z,u, Vu) = / C;ltai(x, (1 —=tu+tv, (1 —t)Vu+tVo)dt =
0
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1 2

= {Z aaaz-(ac,(l —tu+tv, (1 —t)Vu + tVu)— 4

(v—u)+
0 j=1 D 8%

2 e (= Du o, (1 — )V + £90) (0 — )} dt

dpo
wtedy
1 2 a a a
ofvv =) —ofwv—w= [ | 2, By, 0 ) 0 T o m
= —ai(z,q)(v— —w)+ S Lz, ) -2 (v — u) (v —
> By (0 D0 =W v =) 43 5 aolad) g (0 =)l —w)
+iao(I ¢) (v —u)* dt dow
Ipo

gdzie ¢ = (g0, q1, ) dla go = (L=t)u+tv, g = (1 —t)guttzrv i=1,2
zatem korzystajac z silnej eliptycznosci mamy

a(v,v—u) —afuv—u) > py | Z (o= )+ (0= do = pollu—v

Nastepny lemat okresla kolejna wtasnosé formy af(-,-), por. [0]

Lemat 2.2 Jesli a(u,v) : Hi x Hf — R ma ograniczonag nieliniowos¢, to
znaczy jesli spetniony jest warunek (@, to

IM >0 Yuv,we H alu,w) —alv,w)] < Mlu— ||z olwlme 9)

Dowadd:
Analogicznie jak w dowodzie poprzedniego lematu otrzymujemy, ze

e, uw|<// > 1L i@—“)"aif"'

3,j=1 Dj J

2

+Zraf% (@)

i=1

|—a0(x @) [v—w)lw| dt dx



gdzic ¢ = (g0, a1,a) dla go = (1—thu+tv, g = (1—)Luttlv i=1,2
zatem korzystajac z @ i nieréwnosci Schwarza otrzymamy:

o) = atww) <31 [ 3 =l Ll 3 o= all Ll
’ ’ - Q oz 0x; P ox;

1,j=1

2
0 —
+2_ 50—l - Jwl+ (v — )| - [w] dv < Mo =g [[w]lm

j=1 J

Twierdzenie 2.1 Przy zaloZeniach silnej monotonicznosci 1 (@ 1stnieje
doktadnie jedno rozwigzanie zagadnienia (@

Dowdéd mozna znalezé np. w [5] lub [10] str.354-360] O



3 Metoda elementu skonczonego

W tym rozdziale sformulujemy zadanie przyblizone dla zagadnienia ,
ktorego rozwiazanie bedziemy chcieli znalez¢ numerycznie. Przedstawimy
w nim réwniez, jak dziala pochodna Gateaux nieliniowego operatora, ktory
powstanie po dyskretyzacji problemu wyjsciowego. Wtasnosci i postaé¢ po-
chodnej Gateaux beda wykorzystane w dalszej czedci pracy w analizie metody
Newtona.

3.1 Przestrzen elementu skonczonego

Niech Q) bedzie obszarem o ksztalcie wielokata. Definiujemy ciag zagniez-
dzonych triangulacji {7*}%,. Zaczynamy od triangulacji 7' = {7},
gdzie 7} reprezentuje pojedynczy tréjkat. Nastepnie drobniejsze triangulacje
T' = {7}, sa zdefiniowane poprzez podzial pojedynczych tréjkatéw
w zbiorze 7'~! na kilka tréjkatéw. Zakladamy, ze wszystkie triangulacje
sa regularne, co oznacza ze dla kazdego trojkata stosunek Srednicy okregu
opisanego na trojkacie do promienia okregu wpisanego jest wickszy od pewnej
stalej, ktéra nie zalezy od kolejnych triangulacji. Niech hl = diam(7!) hy =
max; ht i h = hy Zalézmy, ze kazdy z tréjkatéw triangulacji T'-! dzielimy
na cztery tréjkaty, tak aby hZ—Zl <027 i hy =27%hy

Niech V!, [ = 1,...,L beda przestrzeniami funkcji kawatkami linio-
wymi, ciaglymi i znikajacymi na 0 zwiazanymi z triangulacja 7' odpo-
wiednio. Wtedy kazda V' posiada standardowa baze nodalna zwiazana z
weztami triangulacji 7' i V! = span{pl} gdziei = 1,..., N;. W szczegdlnosci
Vh =VE = span{pr} dlai =1,..., Nj. Przestrzenie V!, i =1,...,L maja
charakter pomocniczy i beda wykorzystane w dalszej czesci pracy.
Oznaczmy przez u wektor wspélrzednych wj, w standardowej bazie V" tzn
u = {u;}iz1. N, dlau, = Zf\f:’ﬁ usor, u; = u(zkF) dla zF - punktéw nodal-
nych. Zauwazmy, ze operacja Jp, :

Jr(up) =u (10)

jest liniowym izomorfizmem przestrzeni V" i R™». Analogicznie mozna przy-
porzadkowaé J; : VI — RM korzystajac z tego, ze V! = span{pt}.



3.2 Zagadnienie dyskretne

Problem dyskretny:
Znalezé vy, € VE = V" takie,ze

Vo, € V" alup,vn) = f(un) (11)

Uzywajac bazy nodalnej, czyli standardowej zwiazanej z wezlami triangulacji,
mozemy ten problem przepisaé¢ jako uklad nieliniowych réwnan algebraicz-
nych

Alu) = f (12)
gdzie

Np,

[ =Lt N w={ut. N dla u, = wer, u=u(z))

=1

rt - punkt nodalny czyli wierzchotki tréjkatéw triangulacji 7% lezace

wewnatrz obszaru (2.
Zauwazmy, ze wtedy

(Aw), ) gy = aun, vn) 1 (fr0) gy = f(vn)

Ny,
dla  (u,v)pny, = Z U;V;
i=1

Istnienie rozwiazania (i réwniez ((12])) wynika z nastepujacego lematu,
ktérego dowdd jest zawarty w np. (J.L.Lions) [11]
Niech K(0,7) ={v € H : ||v||g <r C H} dla przestrzeni Hilberta H.

Lemat 3.1 (o kacie ostrym) Niech H bedzie skoriczenie wymiarowq prze-
strzeniq Hilberta z iloczynem skalarnym [-, -], niech P bedzie ciaglta funkcja z
K(0,r) w H oraz niech

VEeH [¢,¢ =1 [P(£),g>0.
Wtedy 3¢ € K(0,7) takie, Ze
P) =0

Uwaga 3.1 Jezeli zamiast V" w wezZmiemy dowolna podprzestrzen,
skoniczenie wymiarowa Hy () to dowdd ponizszego lematu jest tez prawdziwy.
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Z powyzszego lematu wynika

Lemat 3.2 Uktad @ a tym samym problem ma jednoznaczne
roZWIiQZANIE.

Dowéd:
Jednoznaczno$é wynika z silnej monotonicznosei a(-,-) tzn. jesli u i v sa
rozwiazaniami (12)), to

YNun — vill3p < alun, up — vi) — alvn, up — vp,) =

= (A(u),u —v)pv, — (A(v),u — V) pN, =0

Zdefiniujmy operator D:

(D, v) gy := (w,0)p = (up, Vn) (13)

dla up, = Z uisoiL L vy = Z WPiL

i=1 =1

Oczywiscie D jest dodatnio okreslonym i samosprzezonym operatorem w R™V»
i wtedy R™ 7z (-,-)p jest skoniczenie wymiarowa przestrzenia Hilberta.
Niech P(u) = D™'(A(u) — [) zauwazmy, ze na podstawie (6)

2
|(A(0), u) g, | = |/ > ai(2,0,0) - Diu+ ag(z,0,0)u) dz| <
i=1
2 2
<M [ (Dl + ful)de < MVE [ (X IDf? + [uf) de <
¢ =1 & =1

2
MVEmeas(@ ([ 3 Dl + fuf* de)”* = ¢l = e Jlulo
L)
dla stalej ¢ > 0. Ponadto

[(fs wrma| < I Fllz2llunllez < Al c2ollullo

Zatem
[(A(0) = [, wpma | < [(A0), w)pvn | + |(f, 1) g | <
<

(e + 1A l2)llullp =0 - [lullp



i wtedy
(P(u),u)p = (A(w) — A(0),w) gy, — (—A(0) + f,u) v > Allullb — 0 [lullp
zatem biorac r takie, ze yr — d > 0 mamy, ze
Vu:|ulp=r; (P(u),u)p >0

P(u) jest ciagle, wynika to z (9). (Co wiecej mozna nawet pokaza¢, ze P(u)
spelia warunek Lipschitza).
Z poprzedniego lematu wynika, ze

Ju e Kp(0,r) P(u) =0

co oznacza, ze A(u) = f 1 to w polaczeniu z jednoznacznoscia pokazana na
poczatku dowodu pokazuje istnienie rozwiazania (11)) w V. O

3.3 Pochodna Gateaux operatora i jej wlasnosci

Operator A z (12) ma przy zalozeniu silnej ograniczonosci tj. warunku @
pochodng Gateaux A’, ktéra ma nastepujaca postac:

Vu,v,w e V" (A (v, w)pr, = s(up; v, wy) =

2

0 0 0
/ﬂi;ﬁp]a (z, uhavuh)aivha wh+2 (z, uh,Vuh)a—xjvhwh (14)

0 0
oz, —wp + — e ao(x, up, Vup)vywy, dx

Zauwazmy, ze forma s(up; vy, wy) jest dwuliniowa ze wzgledu na vy, i wy,.

Uwaga 3.2 Jesli dlau, € VP iz €Q

0 0
@ai(x, up(x), Vup(x)) = a—piaj(x, up(x), Vup(x)) dlai,j =0,1,2
to forma s(uyp; -, ) bedzie symetryczna, co w szczegdlnosci da, zZe A'(u) bedzie

samosprzezony w RN,

10



Oczywiscie, przy zalozeniach silnej eliptycznosci mamy, ze liniowy operator
A'(u) jest RNr- eliptyczny z norma energetyczna dla D z , €O oznacza
Y u € RV 7 ta sama stala

37> 0Vu,ve R™ (A'(wv,v) 27 [[ulp =7 [lvalla (15)

Ponadto mamy takze jednostajna ograniczono$é¢ A’(u) z warunku @ :Yu e
RN® co oznacza

IM >0 Vu,v,w e V" |[(A(wy,w)| < M |vlbllwlp = M |lonllm [lwsllm
(16)

11



4 Addytywna wielopoziomowa metoda
Schwarza dla rownania Poissona

W tej czesci pokazemy konstrukcje preconditionera B! dla réwnania 1}
Ten preconditioner zostal skonstruowany jako addytywna metoda Schwarza
w pracach [8, Dryja,Widlund] oraz [13, Zhang] dla réwnania Poissona w jego
stabym sformulowaniu tzn dla problemu

Zmalez¢ u € HJ () takie, ze:

Vo € HY(Q) blu,v) = f(v)
dla b(u,v) /Vu Vodz i f(v /fvdx

gdzie f € L?(Q). Po dyskretyzacji powstaje problem
Zmnalezé uy, € VP takie, ze

VU}L < Vh b(uh,vh) = f(’Uh> (17)
Zdefiniujmy operator B : RN¥» — RN
(Bu,v) gy, = b(up, vp)

gdy u jest reprezentacja wektorowa funkcji uy,.

Zdefiniujemy teraz rozbicie przestrzeni V!, [ =1,...,L, V}} = V1 VI =
span{pl}, gdzie i = 1,...,N;, | = 2,..., L oraz V! = span{st, ... ,goﬂvl}
Z konstrukeji triangulacji wynika, ze V! C VI, VI < L wiec przestrzen
elementu skoriczonego V" = V' reprezentuje suma

L L N,
V=3 Vi=3 3V
=1 =11=1
Z nieréwnosci Friedrichsa wynika, ze w V*
b(-, ) < -l < Mb(-, )

Stata M zalezy tylko od Srednicy obszaru 2.
Jezeli oznaczymy przez Vl Jr (V) € RN i odpowiednio Vi= J(VY, to z
liniowosci Jp, z otrzymamy:

_ L N _
R 3l
=1 1=1

=1

12



Definiujemy Py : RN — ‘}il , Qi o RNm — Vél oraz operatory By : Vi ‘}il

jak nastepuje ~ B
(Biw, v) gy, = (w,v)p u € VI Vo € V1

(Byiw, v) g = (w,0)p u € VigeV)
(P, v)p = (u,0) Yo € V]
(QW% Q)RNh = (% Q)RNh Vo € V;l

Poniewaz ‘;;l dlal > 1 sa jednowymiarowe wiec rzut Ppu = s(u) Ji(4h), gdzie
s(u) jest skalarem a Jr(¢!) wektorem, ktéry jako sktadowe ma wspéhrzedne

funkcji ¢! w bazie span(¢F), i =1,..., Ny. Zatem rzut P, ma postaé:
1 _ .

Pyiu = Wb(uh, o) Jr(ph) = BV;QVZ_ZBQ dlat=2,....Li=1,..., N
(18)

poniewaz

s(w)b(}, ;) = s(w) (Jo(¢h), Ju(@i) s = (Pyiw, JL(#))) s =
= (u, Jo(¢)) 5 = b(un, ¢})
oraz

(Bvilpvil% JL() g = (Pvil% Ju(¢i)s =
= (u, JL(SOD)B = (QvilBﬂa JL(@%))RN%L

a dla 1=1 mamy
Pyiu = B{'Qy1 Bu

Niech
L N; L N,

Prras = ZZPVJ = (ZZB;;QVJ)B =(B)"'B (19)

1=11i=1 I=1i=1

Lemat 4.1 B! jest samosprzezony w RN,

Dowadd:
Teza lematu wynika z samosprzezonosci Py w (+,+)p. Niech u,v € RM .
Wtedy istnieja w, z € RNt takie ze u = Bw i v = Bz i mamy

13



(BB‘Z}QV;Zngé)RN;L - (Pvzlw’g)B
= (wa PVJ%)B - (Bw’B\;illQVilBé)RNh = (Q,B‘leQVily)RNh

Zatem B~! jako suma B_; Q. tez jest samosprzezony. O
ViV

W pracy [13, Zhang] udowodniono twierdzenie

Twierdzenie 4.1 Dla B! zdefiniowanego jak wyzej i operatora Pyras =
(B)™'B zachodzi

Jep,e>0Vue RM ¢(u,u)p < (Puasu, u)p < cou,u)p

Obie stale sq niezalezne od {h;} i L. O

Definicja 3 Niech A i B liniowe i samosprzezone. Powiemy, ze A i B sq
spektralnie rownowazne, A ~ B jesl

Je, C >0 VYue R c(Au,u)pn, < (Bu,uw)py, < C(Au, u)pm,
Obie state ¢,C sq niezalezne od Ny,.
Z twierdzenia 4.1| wynika wniosek:
Whiosek 1 Dla B zdefiniowanego w (@ otrzymujemy, ze
B~ B(B)'B
Z tego wniosku wynika nastepujacy lemat:
Lemat 4.2 Dla B zdefintowanego w (@ otrzymujemy, ze
(B)"'~ B!

Dowdd:
Biorac u € R™ oraz Bw = u mamy, ze

((§)71Q7@)RN%L = ((B)ileu BQ)RNh =

14



= (B(B) ' Bw,w) g, < cs(Bw,w) g, =
= co(BB™'Bw, w) gy, = c2(B™'Bw, Bw) g, = c2(B ™', u) g,

i analogicznie ((B) u, u) gy, > ¢1(B~ u, 1) gy, O

Ponizszy lemat jest dobrze znanym faktem z analizy fukcjonalnej:

Lemat 4.3 Niech A,B liniowe, A = A* > 01 B = B* > 0 w przestrzeni
Hilberta H z iloczynem skalarnym (-,-). Wtedy jesli

A~B, to A'~B7!

Dowdd:

Skorzystamy z tego, ze dla B = B* > 0 istnieje BY/? (B = BY/2B/?), ktéry
jest samosprzezony i BY/? > 0. Pokazemy, ze C = B~Y/2AB~'/2 ~ I, bowiem
biorac © = B~'/?w mamy

(B™YV2AB V2w, w) = (AB™Y?w, B7Y2w) = (Au, u) <
< ¢(Bu,u) = ¢(BB™Y?w, B~Y?w) = c(w,w) Yw e H

Nieréwnosé¢ w druga strone dowodzimy analogicznie. Oczywiscie tak zdefi-
niowane C' = C* > 0, zatem istnieje C''/2, wiec biorac w = C/?u

c(C7'w, w) = ¢ (CT2CY?u, CY2u) = ¢ (u,u) > (Cu,u) =

= (CY%u, CY?u) = (w,w)

odwrotna nieréwno$é¢ uzyskujemy analogicznie. Zatem C~! ~ I a to znaczy,
ze BY2A"1BY2 ~ I. Teraz biorac u = BY?w otrzymamy

(A=, ) = (A" BY?w, B?w) = (BYV2A™' B ?w, w)

< c(w,w) = ¢(B™Y?u, B7Y?u) = ¢ (Bu,u)

odwrotna nieréwnos¢ otrzymujemy analogicznie, a to dowodzi, ze
A~ Bl O

Z, dwéch ostatnich lematéw wynika wniosek
Whiosek 2 Dla B 2 (@ otrzymujemy, Ze
B~B
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Zatem normy ||ull5 ~ [lullp = b2 (un, un) ~ |lupllm ¥ u, € VP
Niech K; bedzie macierza sztywnosci okreslona w R™M odpowiednio i
D, = diag(K)), tzn.:

K = {b(%a @;)}j,izl,...,Nl dla V= Span{(pli}i=1,-~7Nl

wtedy Ky = B i Niech IT; : RM — RN (I < L) bedzie standardowa ma-
cierza interpolacji i IT¢ : RY» — RM bedzie macierza transponowana do II;.
Wéwezas B~! mozna przedstawié jako

B! =LK' + ... +ILD7MTE + ...+ 10, D;Y 1T + D;t

Zauwazmy, ze policzenie B~y dla dowolnego wektora u € V" wy-
maga rozwiazania L niezaleznych problemoéw i mozna to zrobi¢ réwnolegle.
Koszt wyznaczenia kazdego elementu II;D; 1Hf jest rzedu N, poniewaz
trzeba przemnozy¢ przez macierze II;, I} oraz diagonalna macierz D] L
Roéwnoczesnie, gdyby$my wyznaczali B! sekwencyjnie, to mozemy inter-
polowaé z sasiadujacych pozioméw tzn z V=! na V!iz V! na V=1, Zamiast
wyznaczaé kolejne cztony B~y niezaleznie, czyli kolejno liczy¢ IT; D; ' Ttu su-
mujac na konicu, mozemy policzy¢ 1% u interpolujac ITY u na poziom L-1, a
nastepnie przej$¢ na poziom L-2 i tak dalej. Analogicznie, gdy wyznaczyliSmy
D; 'Ttu to zamiast interpolowaé bezposrednio na L-ty poziom przechodzimy
na 141 poziom i dodajemy do D NIIf  u i przechodzimy na poziom 1+2.
Koszt policzenia B! wtedy jest liniowy, tzn. rzedu N,.
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5 Metoda iteracyjna Richardsona

W tym rozdziale przedstawimy metode iteracyjna rozwiazywania problemu
z wykorzystaniem B! opisanego w poprzednim rozdziale. Metoda ta
jest uogdlnieniem dwupoziomowej Addytywnej Metody Schwarza opisanej w
referacie [3, Cai,Dryjal.

5.1 Opis metody

Do rozwiazania ukladu zastosujemy metode iteracyjna Richardsona po-

staci: -
" =u" — BTN A@W") — f), (20)

gdzie B! opisano w poprzedniej czesci, a T nalezy wybra¢ zgodnie z

nastepujacym twierdzeniem, ktérego dow6d mozna znalezé np. w [9]

Twierdzenie 5.1 Jesli uktad (@ ma rozwiqzanie u i Spetnione sq
nastepujgce dwa zatozenia:

36 >0Vu,ve R (A(w) — Aw), u —v)pr, > 6o HQ—QH% (21)

361 >0V u,ve R |A(w) — A5, <0 [lu—vfl3, (22)

to wtedy metoda iteracyjna (@) jest zbieina dla 0 < T < 2000, 2 oszaco-
waniem

[u" —ullz < p(r)llu~" — ullz,

gdzie
p(t) = (1 = 2% 76+ 726)% < 1
p(r) = p(r") = (1= 656, )1%, 7" = o 07!

Dowadd:
Niech 2" = 4" — u. Wtedy z (20) mamy
2 = 2" =BT AW") — A(w)),

zatem biorac kwadrat normy energetycznej dla B otrzymujemy
12H% = 12715 — 27 (A(") — A(w), 2") gm + T2I[(A(u") — A()[1F-, <

< (1270 + 7280|215 = p(r)?]12"]%
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Oczywiscie
p(t) <1ldla0< 7 < 2§00,

a osiaga minimum dla 7* = §o6; 1 wynoszace p(7*) = (1 — 62072, co
dowodzi tezy twierdzenia. 0O

Z Whniosku 2 z poprzedniego rozdziatu wynika nastepujacy lemat:
Lemat 5.1 Operator A spetnia warunek z Twierdzenia tzn.
(Aw) — A(v),u—v) gv, = Sollu — |5
Dowéd:
(Alw) — A(v), u — v) gr, = a(up, up, — vn) — alvn, up — vp) >

> [lun — vnllin = dollu — vl O

Oznacza to spemienie pierwszego zalozenia twierdzenia 5.1} Speknienie dru-
giego zalozenia twierdzenia |5.1| wynika z nastepujacego lematu:

Lemat 5.2 Operator A spelnia warunek (@ z Twierdzenia tzn.

36, >0Vu,ve RV

Aw) — A3, <61 llu—2vlF

Dowdd:
Z @D wynika, ze

361 > 0V u,v,w € RV |(Aw) — A(v), w) gy | < 617w — ]| 5llwll 5

Niech g = A(u) — A(v) i mamy [|A(w) = A@W)|5- = [|1B 9|5 i

1B gllg = sup |(B™'g,w)gl/llwlz = suwp [(g,w)pml/wlz <

wER™Nh wWER™Nh
1/2
< s [(A(w) — A), w) gl /wllz < 617 llu - vll5
weRNR

co konczy dowdd lematu. O

Z powyzszych lematéw 1 Twierdzenia otrzymujemy nastepujacy
wniosek:
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Whniosek 3 Metoda @) dla zadania (@ jest zbiezna dla 7: 0 < 1T <
200 07" 2 oszacowaniem

gdzie
p(t) = (1= 2% 78 +720)V% < 1

Parametr optymalny wynosi 75 = 8o 07" 4 dla niego mamy:
p(r*) = (1= 3 671)

Tutaj p(t) nie zalezy od h ani L - (liczby poziomdw w konstrukeji B™1).

5.2 Implementacja

Algorytm rozwiazywania mozna implementowac jako réwnolegly albo
sekwencyjny. W ostatnim podrozdziale poprzedniego rozdzialu opisano im-
plementacje B!

Algorytm:

u® dowolne

repeat

L =Au") - f

2. gn — Bflzn —
(KT + . +ILD7TE + o+ DAL + DY) ren

n+1

hed
N

:Hn_Tgn

until zbieznosé.

Jezeli powyzszy algorytm zaimplementujemy jako réownoleglty na L pro-
cesorach, (L-ilo$¢ pozioméw),to mozna zauwazy¢, ze speedup czyli stosunek
czasu wykonania algorytmu na L procesorach do czasu wykonania na jed-
nym procesorze wynosi L. Rownoczesnie komunikacja oraz synchronizacja sa
niewielkie.
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6 Metoda Newtona 2z wewnetrznymi i
zewnetrznymi iteracjami

W tym rozdziale opiszemy zastosowanie metody Newtona z wewnetrznymi i
zewnetrznymi iteracjami do rozwiazania zob. np. [9, str 108-110].

Oczywicie poniewaz || - g ~ || - || ~ || - [l to z iz wynika, ze
Vu e RN A'(u) jest dodatnio okreslony w RYV: ze stala niezalezna od w tj.

3y >0 Yu,u e R™ (A'(w)u,v) > 7 [|vf% (23)
oraz A'(u) sa jednostajnie ograniczone tj.

IM >0 Yu,v,w e RY™ (A (w)v, w)| < M ||v]|llwllz (24)

Przy pewnych dodatkowych zalozeniach na wspdétczynniki wyjsciowego pro-
blemu mamy, ze w pewnej kuli S5 o srodku w rozwiazaniu u pochodna spehia
warunek Lipschitza:

Fb>0Vu,veSwe R ||(A(w) — A@)wlz. < bllu—1vlzllullz (25

B-1

6.1 Opis metody
Do rozwiazania zastosujemy metode Newtona :
AW (Wt —u") = —Au") + f (26)

u" oznaczaja kolejne iteracje w metodzie Newtona. Przy danym u" aby

uzyskaé¢ u"t! trzeba rozwiazaé liniowy problem:
Au")e =g (27)
gdzie
v=u""—u" i g=—A@") + f (28)

Do rozwiazania powyzszego liniowego problemu uzyjemy metody iteracyjnej;
moze nig by¢ np. metoda Richardsona. Proponujemy te metode, poniewaz
mozna pokazaé jej zbieznos$¢ przy zalozeniach, ktore nakladamy na operator
A. Zauwazmy, ze w szczegolnodci A'(u™) nie musi by¢ samosprzezony w RV:.
Metoda Richardsona, por. (20)), dla ma postaé:

vt =" = BTN A (W " — g) (29)
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V"™ - bedziemy nazywali iteracjami wewnetrznymi w odréznieniu od u™ iteracji
metody Newtona, ktére nazwiemy iteracjami zewnetrznymi. 7 nalezy dobraé
zgodnie z twierdzeniem ktérego zatozenia sa spelnione, zob. i ([24).
Wtedy z twierdzenia wynika oszacowanie bledu dla 7 = /M

0™ — vl < p(7)™[[0° — vl 5

gdzie p(r) = (1 - 72/M)
Przy rozwiazywaniu metoda bedziemy brali pierwsze przyblizenie
jako v = 0. Podsumujmy: jesli znamy u", to aby znalezé u™*! nalezy ite-
racyjnie metoda rozwiazywac biorac zerowe pierwsze przyblizenie
i nastepnie, jesli v*» jest k, przyblizeniem v - rozwiazania, to przyjmu-
jemy, ze
QnJrl — gn 4 an

jest dostatecznie dobrym przyblizeniem u"*! z . Dalej to przyblizenie
oznaczamy dla wygody réwniez u™*1.

6.2 Analiza zbieznosci

Zdefiniujemy teraz operator R, zmniejszenia btedu po po k, wewnetrznych
iteracjach przy zastosowaniu metody iteracyjnej do rozwiazania , ktoéry
bedzie nam potrzebny w analizie zbieznosci metody zaproponowanej w po-
przednim podrozdziale.

Definicja 4 Niech R, bedzie operatorem zmniejszenia bledu po ky,
wewnetrznych  iteracjach  przy  zastosowaniu  metody iteracyinej do
rOZWLQAZANIA , tzn jesli v jest rozwigzaniem 1 0™ kolejne wewnetrzne
iteracje, to

0" — v =R, (1’ —v)

Oczywiscie przy zastosowaniu metody Richardsona mamy, ze
" —p =" — o — BT (AW — g) = (I — T A(u") (" - v)

Zatem

IRl < g = p(7)™ < 1
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Lemat 6.1 Biorqc zerowq pierwszq iteracje wewnetrzna, tzn. v° = 0, otrzy-
mamy, ze k,-wewnetrzna iteracja pokrywa sie z rozwigzaniem nastepujacego
problemu liniowego:

AW -R)w=g

Dowdéd: zob. np. [0, str. 89
Mamy
v —v=R,(v"—v) = —Ru

wi=v"=-Ruvt+v=(—-R,)u

v=(I—-R,)'w gdy ||Ruz<1

poniewaz jesli ||R,||5 < 1to (I — R,) jest odwracalny. Jest to znany fakt z
analizy funkcjonalnej. O

Teraz korzystajac z tego, ze u"t' = v+ u" i g = —A(U") + f, gdze
v rozwiazanie oraz korzystajac z powyzszego lematu dostaniemy, ze
przyblizenie u"*!, ktére dalej tez bedziemy oznaczaé przez u"t! bedzie
speliaé¢ zaleznosé:
A'(gn)(f . Rn)—l(gn-i-l o Qn) — —A(Qn) +i (30)

Zauwazmy, ze jesli oznaczymy C~' = A'(u")(I — R,)™" to powyzsza metode
mozna interpretowac, jako zwykta metoda Richardsona z preconditionerem
c—L

Teraz podamy kilka pomocniczych lematéw, ktére wykorzystamy pozniej
w dowodzie zbieznosci. Kluczowy jest Lemat z ktérego wynika zbieznosé
metody.

Lemat 6.2 Jesli spetnione jest

VuveSweR™ |[[(Au) — A'w)wlz, < bllu—ulzlluwlz

to

[A(w) = Aw) — A'(w) (v — W) 5 <627 o —ul}
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Dowdd:
Niech z = v — u. Wtedy

Alu+z) — Alw) — A'(w) z = /01 (A'(u+tz) — A(w) zdt

stad

1
A t2) ~ Aw) ~ Aw) 2llgs < [ 1At 12) = A'w) 250 dt
i z zalozenia lematu

1 1
< [ bltzlglzlgde <blzl [ ¢dt=27bllz% O

Lemat 6.3 7 1 otrzymujemy odpowiednio

Vuu € V" A Wullz. <Ml

Vu,v € R [|(A'(u) o]

5

Dowéd:
Korzystajac (24) mamy, ze

(B~ A'(w)v, w)

Awl|a, = |B A ()]s = sup B —
[A (W)l - = |l (ol 5 o Twls
A/
= oup AW
wern  llwllg
oraz na podstawie (23)) dla [|v[|5 # 0
A(u)v,v) g (E_IA’(@)Q,Q)A
7l < D B
lvll5 o]l
(B~ A'(w)v, w)
= sup E =B A(wullz = 14" (w5
weRNh [w]| 5
zatem biorac v = (A'(u)) 'w
1
Vu,w € R™ [[(A'(w) " wllz < 5 ]| 5-



co koriczy dowdd lematu. O

Niech K5(u,r) = {v e R™ : lu—u|z <r}
Nastepujacy lemat méwi o zbieznosci metody por. [9, str 108-109]

Lemat 6.4 Niech u bedzie rozwigzaniem , zas S = Kgz(u,r). Niech
3y >0 Yu,ve RM (A(uwu,v) >~ |lullf

IM >0 Vu,v,w € R |(A'(wv, w)| < M o] 5llwl5

3b>0VuveSweRM [[(A(w) - A')wlz. < bllu—wv]zlwlz
Wtedy dla R, spetniajacego

[Rall < g0 <1

idlau™ z S zu" spelniajocym (@) mamy oszacowanie

n 1 — n n
[E: “Hgﬁ;@ S+ €M) (31)
gdzie
g'n — un —u, gn—i—l — Qn—i-l —u
= Qn(l - Qn)_lM”Qn—H - QnHﬁ
Dowadd:
Z lematu otrzymujemy Yu € S Vv € RN
A" (wullg < Moz (32)
10 \\—1 1
[(A'(w) "2l < 5 2]l 5-4 (33)

Z mamy, ze

gdzie
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zatem z (33) mamy, ze

12"l = A" (@)~ (g0 + 90)ll5 < v (llgoll 5+ + llorllg-1)

Z Lipschitzowskosci A" w S oraz z lematu wynika, ze
Y u, z takich, ze u,u+z2 € S

[A(u+z) — A(w) — A'(uw) 2] 5o, < 270|213
wiec otrzymujemy, ze
lgoll 5+ = [1A(w) — A(u") — A'(u")2"15-, < 27'0l|2" (1%
na podstawie i tego, ze ||R,|| < ¢, < 1 otrzymujemy tez, ze
lgillg+ = 14T = Ro)™" = I)(u" = u")]| 5
< M| Ro(I = Ro)7 '™ = u")lp < ¢u(l = ga)7Hlu™ — w5
poniewaz

(I = R)™ =1 =[I = (I - Ra)|(I = Rp)™" = [Ru(I — Rn)™']

oraz
IRo(I = Ro) | < gu(1—ga)™" O

Z powyzszego lematu wynika twierdzenie o zbieznosci

Twierdzenie 6.1 Jesl spelnione sa zatozenia powyzszego lematu 1 jesli pro-
maen r kult S 1 wszystkie q, sq dostatecznie male tak, zZe

(1 —q,) "My 1 <qg<1

(1-— q)*1(2*17*1 br+q)<a<l

to wtedy przy u® € S (@) zbiega z oszacowaniem

12*l5 < " 12115
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Dowéd:
Jesli

1zll5 < r
to z lematu i zatozen twierdzenia mamy, ze
12 5 < vt o272 5 + a2 5 + 11281 5)
wiec
125 < allz*ll5

co dowodzi tezy twierdzenia. O

Powyzsze twierdzenie stwierdza, ze jedli u’ jest dostatecznie blisko
rozwigzania u 1 jesli iteracje wewnetrzne dostatecznie dobrze zbiegaja
tzn. ¢, < 1 jest dostatecznie mate, to metoda jest zbiezna. Gdyby
R, = 0 to bySmy mieli do czynienia ze standardowa metoda Newtona.

6.3 Implementacja

Algorytm rozwiazywania mozna implementowac jako réwnolegly albo
sekwencyjny. Roéznice wystepuja w implementacji B, ktory stosujemy przy
liczeniu wewnetrznych iteracji.

Algorytm:

u® dane

repeat

Lrm=—-Au")+f
2. Obliczy¢ Jakobian A’(u")

3. Rozwiaza¢ uktad A’'(u™)w" = 1"

0 =0
repeat
(a) gm — Al(gn)gm _ Zn

m o __ Eflgm —
(LK 4+ 10D 4+ 10 DI + DY a™

(C) Qm—&-l _ Qm _ 7.ém

(b)

[

until btad residualny dostatecznie maly po k, iteracjach.
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4. Mn — an

5. un—i—l — Hn +Mn

until zbieznosc.
Jezeli powyzszy algorytm zastosujemy jako réwnolegly na L procesorach, (L-
ilo$¢ pozioméw),to mozna zauwazy¢, ze speedup czyli stosunek czasu wyko-

nania algorytmu na L procesorach do czasu wykonania na jednym procesorze
wynosi L. Rownoczesnie komunikacja oraz synchronizacja sa niewielkie.
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7 Eksperymenty numeryczne

W tym rozdziale przedstawimy kilka wynikéw numerycznych eksperymentow
zwiazanych z algorytmami przedstawionymi w rozdziatach 5 i 6. Te eks-
perymenty zostaly przeprowadzone na sprzecie sundm z procesorem sparc
Instytutu Matematyki Stosowanej i Mechaniki, na jednostkowym kwadracie
podzielonym na kwadraty jednakowej wielkosci dla nastepujacego réwnania:

—Au +u(uy +uy) = flz,y) w Q
u = 0 na 0}

W [2, Bank, Rose| przeprowadzono eksperymenty dla metody Newtona dla
tego samego zagadnienia. Nie spelnia ono wszystkich zalozen, ktére przed-
stawiliémy w rozdziale 1. Kolejne triangulacje otrzymujemy poprzez podziat
kwadratéw z kolejnych pozioméw na dwa tréjkaty jednakowej wielkosci. W
pierwszej tabeli podane sa wyniki dla algorytmu opisanego w rozdziale 5, tzn
metody Richardsona:
' =" — 7B (A@W") - f)

Parametr 7 dobrano doswiadczalnie, tzn. tak aby otrzymac¢ minimalna liczbe
iteracji. W ostatniej kolumnie podane sa liczby iteracji koniecznych, aby btad
residualny byl mniejszy od biledu poczatkowego pomnozonego przez ustalony

czynnik 107 w normie || - 51

Poziomy Niewiadome 7  Liczba iteracji

2 A—102 17 32
3 (8—1)2 1.73 32
4 (16 — 1) 1.74 33
5 (32— 1) 1.735 34
6 (64— 1) 1.715 38
7 (128 —1)2 1.7 41
8 (256 — 1)>  1.69 44

W nastepnej tabeli przedstawiamy zaleznos¢ metody Richarsona od parame-
tru 7. Eksperyment przeprowadziliémy na 5 poziomach, tzn. dla (32 — 1)?
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niewiadomych z tym samym warunkiem stopu.

parametr 7 Liczba iteracji

1.5 140
1.6 76
1.7 41
1.72 37
1.73 35
1.735 34
1.74 33
1.745 37
1.75 52
1.76 metoda nie zbiega

W' nastepnej tabeli przedstawione sa wyniki dla metody Newtona z
wewnetrznymi i zewnetrznymi iteracjami, metody opisanej w rozdziale 6,
por. [2]. W ostatniej kolumnie podano liczby iteracji zewnetrznych (tzn ite-
racji metody Newtona) potrzebnych do tego, aby btad residualny byl mniej-
szy od bledu poczatkowego pomnozonego przez ustalony czynnik 107* w
normie || - ||5_,. Liczba iteracji wewnetrznych potrzebnych w kazdej itera-
cji zewnetrznej zalezy od warunku stopu oraz poniewaz stosujemy metode
Richardsona, od parametu 7. Jako warunek stopu wzielidmy zmniejszenie
poczatkowego bledu residualnego o czynnik 107 Zauwazylismy, ze znale-
zienie zbyt dokladnego rozwiazania w iteracjach wewnetrznych nie zmniej-
sza liczby iteracji zewnetrznych, ale oczywiscie zbyt niedokladne rozwiazanie
zwiekszy ilos¢ iteracji zewnetrznych.

Poziomy Niewiadome Liczba iteracji zewnetrznych

2 (41— 1) 1
3 (8 — 1) 6
4 (16 — 1)2 6
5 (32 —1)2 6
6 (64 — 1) 5
7 (128 — 1)? 5
8 (256 — 1)2 5

Z eksperymentéw wynika, ze liczby iteracji nie zalezy od liczby niewiadomych
i liczby pozioméw. Jak wynika z tabelki 2, parametr 7 ma istotny wplyw na
metode Richardsona.
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