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1 Wst ↪ep

W pracy rozważamy równoleg le algorytmy rozwi ↪azywania uk ladów nieli-
niowych równań algebraicznych powsta lych z dyskretyzacji quasiliniowych
równań eliptycznych metod ↪a elementu skończonego. Iteracyjne metody
wielopoziomowe należ ↪a do najbardziej efektywnych metod rozwi ↪azywania
uk ladów równań zwi ↪azanych z dyskretyzacj ↪a równań różniczkowych
cz ↪astkowych zob. [2, Bank, Rose]. W pracy uogólniamy wielopoziomow ↪a
metod ↪e rozważan ↪a w [7, 8, Dryja, Widlund],[13, Zhang] dla liniowych
równań eliptycznych na zagadnienia nieliniowe. Celem pracy jest przed-
stawienie dwóch metod oraz analiza ich zbieżności; mianowicie pierwszej
powsta lej z uogólnienia wielopoziomowej addytywnej metody Schwarza w
po l ↪aczeniu z metod ↪a Richardsona oraz drugiej powsta lej z metody Newtona
z wewn ↪etrznymi i zewn ↪etrznymi iteracjami. Do wewn ↪etrznych liniowych ite-
racji użyjemy tu też addytywnej metody Schwarza. W analizie pokażemy, że
zbieżność obu metod nie zależy od liczby niewiadomych i liczby poziomów.
W pierwszej metodzie, Richardsona, każd ↪a iteracje można przeprowadzić
równolegle a w drugiej metodzie, Newtona, wszystkie iteracje wewn ↪etrzne
można przeprowadzać równolegle. Pierwszy algorytm jest rozszerzeniem al-
gorytmu powsta lego z dwupoziomowej addytywnej metody Schwarza opisa-
nej w referacie [3, Cai, Dryja]. Obie metody s ↪a optymalne, kiedy rozpatuje
si ↪e je jako równoleg le i sekwencyjne. Jeżeli rozpatrujemy obie metody jako
równoleg le przy za lożeniu, że mamy L procesorów, tyle ile poziomów, to spe-
edup czyli stosunek czasu wykonania algorytmu na L procesorach do czasu
wykonania na jednym procesorze wynosi L. Komunikacja i synchronizacja
s ↪a też nieduże i koszt iteracji jest rz ↪edu liczby niewiadomych. Kiedy rozpa-
trujemy obie metody, jako sekwencyjne to przy odpowiedniej implementacji
koszt jednej iteracji też jest rz ↪edu ilości niewiadomych.

W rozdziale 2 przedstawimy zagadnienie różniczkowe oraz za lożenia przy
których ma ono jednoznaczne rozwi ↪azanie. Pokażemy też pewne w lasności
tego zagadnienia. W rozdziale 3 przedstawimy dyskretyzacj ↪e metod ↪a ele-
mentu skończonego oraz pokażemy istnienie rozwi ↪azania uk ladu równań po-
wsta lych w wyniku tej dyskretyzacji. Rozważymy tu przypadek dwuwy-
miarowy i aproksymacj ↪e na trójk ↪atach kawa lkami liniow ↪a ci ↪ag l ↪a. W tym
rozdziale opiszemy też pochodn ↪a Gateaux operatora dyskretnego. W roz-
dziale 4 opiszemy wielopoziomow ↪a metod ↪e Schwarza dla równania Poissona
oraz implementacj ↪e preconditionera, który powstaje z tej metody. Para-
graf ten ma charakter pomocniczy. W rozdziale 5 przedstawimy metod ↪e
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Richardsona w po l ↪aczeniu z preconditionerem z poprzedniego rozdzia lu wraz
z analiz ↪a zbieżności i implementacj ↪a. W rozdziale 6 przedstawimy metod ↪e
Newtona z zewn ↪etrznymi i wewn ↪etrznymi iteracjami z zastosowaniem precon-
ditionera z rozdzia lu 4, wraz z analiz ↪a zbieżności porównaj [9, D’yakonov].
Na koniec w rozdziale 7 przedstawimy wyniki kilku numerycznych ekspery-
mentów zwi ↪azanych z przedstawionymi wcześniej algorytmami. Liczba ite-
racji potrzebnych, aby b l ↪ad residualny by l mniejszy od b l ↪edu pocz ↪atkowego
pomnożonego przez ustalony czynnik np. (10−4) nie zależy od liczby niewia-
domych i poziomów potwierdzaj ↪ac resultaty teoretyczne zawarte w pracy.
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2 Zagadnienie różniczkowe

W tej cz ↪eści sformu lujemy zagadnienie różniczkowe, którym si ↪e zajmujemy
oraz przedstawimy pewne jego w lasności.
Klasyczne sformu lowanie problemu różniczkowego jest nast ↪epuj ↪ace:

Lu = −
2∑

i=1

∂

∂xi

ai(x, u,∇u) + a0(x, u,∇u) = f(x) x ∈ Ω ⊂ R2 (1)

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω

gdzie ∇u = ( ∂
∂x1
u, ∂

∂x2
u)T

B ↪edzie nas interesowa lo s labe sformu lowanie tego zagadnienia.
Wyznaczyć u ∈ H1

0 (Ω) takie,że

a(u, v) = f(v) ∀ v ∈ H1
0 (Ω), (2)

gdzie

a(u, v) =
∫

Ω

2∑
i=1

ai(x, u,∇u ) ·Div + a0(x, u,∇u)v dx

f(v) =
∫

Ω
fv dx dla f ∈ L2(Ω).

Tutaj Di = ∂
∂xi

Ω jest ograniczonym obszarem zawartym w R2 o Lipschitzowskim brzegu,
L2(Ω) - przestrzeń funkcji ca lkowalnych w kwadracie.

z norm ↪a ‖f‖
2
L2(Ω) =

∫
Ω
f 2 dx

H1(Ω) = {f ∈ L2(Ω) : Dif ∈ L2(Ω) i = 1, 2}

z norm ↪a ‖f‖
2
H1 =

∫
Ω

(f 2 + (∇f)2) dx

H1
0 (Ω) - podprzestrzeń funkcji z H1(Ω) z zerowymi śladami na brzegu.

Definiuje si ↪e też przestrzeń H1
0 (Ω) jako domkni ↪ecie C∞0 (Ω) w H1(Ω).

Za lożymy eliptyczność a(u, v) jak w [10] tzn. ∃ funkcje ν i µ ograniczone i
dodatnie takie, że

∀ ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2, ξ 6= 0 ,∀ p′ = (p0, p1, p2) ∈ R3 ,∀x ∈ Ω
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ν(p′)
2∑

i=1

ξ2
i ≤

2∑
i,j=1

∂

∂pj

ai(x, p
′)ξiξj ≤ µ(p′)

2∑
i=1

ξ2
i (3)

Za lożymy, że forma (2) ma ograniczon ↪a nieliniowość jak w [10]

ai ∈ C1(Ω×R3), i = 0, 1, 2 (4)

ν(p′) ≥ ν > 0 i µ(p′) ≤ µ (5)

max
Ω , 0≤i,j≤2 , 1≤k≤2

{|ai(x, 0, 0)|, | ∂ai

∂xk

|, |∂ai

∂pj

|, } ≤ M (6)

Definicja 1 Forma a(u, v) : H1
0 × H1

0 → R spe lnia warunek silnej mono-
toniczności jeśli

∃ γ > 0 ∀ u, v ∈ H1
0 a(u, u− v)− a(v, u− v) ≥ γ‖u− v‖2

H1(Ω) (7)

Uwaga 2.1 Z silnej monotoniczności wynika jednoznaczność rozwi ↪azania.

Definicja 2 Forma a(u, v) : H1
0 × H1

0 → R spe lnia warunek silnej elip-
tyczności jeśli

∃ µ0 > 0, ∀ξ = (ξ0, ξ1, ξ2) ∈ R3, ξ 6= 0, ∀p′ = (p0, p1, p2) ∈ R3

∀x ∈ Ω
2∑

i,j=0

∂

∂pj

ai(x, p
′)ξiξj ≥ µ0

2∑
i=0

ξ2
i (8)

W dwóch kolejnych lematach (np. [6]) przedstawione s ↪a w lasności formy (2):

Lemat 2.1 Przy za lożeniu silnej eliptyczności forma a(u, v) : H1
0×H1

0 → R
jest silnie monotoniczna.

Dowód:
Skorzystajmy z tego, że dla u, v ∈ H1

0 (Ω) w punkcie x:

ai(x, v,∇v)− ai(x, u,∇u) =
∫ 1

0

d

dt
ai(x, (1− t)u+ tv, (1− t)∇u+ t∇v) dt =
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=
∫ 1

0
{

2∑
j=1

∂

∂pj

ai(x, (1− t)u+ tv, (1− t)∇u+ t∇v)
∂

∂xj

(v − u)+

+
∂

∂p0

ai(x, (1− t)u+ tv, (1− t)∇u+ t∇v)(v − u)} dt

wtedy

a(v, v − u)− a(u, v − u) =
∫

Ω

∫ 1

0

2∑
i,j=1

∂

∂pj

ai(x, q
′)
∂

∂xj

(v − u)
∂

∂xi

(v − u)+

2∑
i=1

∂

∂p0

ai(x, q
′)(v − u)

∂

∂xi

(v − u) +
2∑

j=1

∂

∂pj

a0(x, q′)
∂

∂xj

(v − u)(v − u)

+
∂

∂p0

a0(x, q′)(v − u)2 dt dx

gdzie q′ = (q0, q1, q2) dla q0 = (1− t)u+ tv, qi = (1− t) ∂
∂xi
u+ t ∂

∂xi
v i = 1, 2;

zatem korzystaj ↪ac z silnej eliptyczności mamy

a(v, v−u)−a(u, v−u) ≥ µ0

∫
Ω

2∑
i=1

(
∂

∂xi

(v−u))2 +(v−u)2dx = µ0‖u−v‖2
H12

Nast ↪epny lemat określa kolejn ↪a w lasność formy a(·, ·), por. [6]

Lemat 2.2 Jeśli a(u, v) : H1
0 × H1

0 → R ma ograniczon ↪a nieliniowość, to
znaczy jeśli spe lniony jest warunek (6), to

∃ M̂ > 0 ∀ u, v, w ∈ H1
0 |a(u,w)− a(v, w)| ≤ M̂‖u− v‖H1(Ω)‖w‖H1(Ω) (9)

Dowód:
Analogicznie jak w dowodzie poprzedniego lematu otrzymujemy, że

|a(v, w)− a(u,w)| ≤
∫

Ω

∫ 1

0

2∑
i,j=1

| ∂
∂pj

ai(x, q
′)|| ∂
∂xj

(v − u)| | ∂
∂xi

w|

+
2∑

i=1

| ∂
∂p0

ai(x, q
′)||v − u| | ∂

∂xi

w|+
2∑

j=1

| ∂
∂pj

a0(x, q′)| | ∂
∂xj

(v − u)| · |w|

+| ∂
∂p0

a0(x, q′)| |v − u)| |w| dt dx
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gdzie q′ = (q0, q1, q2) dla q0 = (1− t)u+ tv, qi = (1− t) ∂
∂xi
u+ t ∂

∂xi
v i = 1, 2;

zatem korzystaj ↪ac z (6) i nierówności Schwarza otrzymamy:

|a(v, w)− a(u,w)| ≤M
∫

Ω

2∑
i,j=1

| ∂
∂xj

(v − u)| · | ∂
∂xi

w|+
2∑

i=1

|v − u|| ∂
∂xi

w|+

+
2∑

j=1

| ∂
∂xj

(v − u)| · |w|+ |(v − u)| · |w| dx ≤ M̂‖v − u‖H1 ‖w‖H1

2

Twierdzenie 2.1 Przy za lożeniach silnej monotoniczności i (9) istnieje
dok ladnie jedno rozwi ↪azanie zagadnienia (2).

Dowód można znaleźć np. w [5] lub [10, str.354-360] 2

6



3 Metoda elementu skończonego

W tym rozdziale sformu lujemy zadanie przybliżone dla zagadnienia (2),
którego rozwi ↪azanie b ↪edziemy chcieli znaleźć numerycznie. Przedstawimy
w nim również, jak dzia la pochodna Gateaux nieliniowego operatora, który
powstanie po dyskretyzacji problemu wyj́sciowego. W lasności i postać po-
chodnej Gateaux b ↪ed ↪a wykorzystane w dalszej cz ↪eści pracy w analizie metody
Newtona.

3.1 Przestrzeń elementu skończonego

Niech Ω b ↪edzie obszarem o kszta lcie wielok ↪ata. Definiujemy ci ↪ag zagnież-
dżonych triangulacji {T l}Ll=1. Zaczynamy od triangulacji T 1 = {τ 1

i=1}
N1
i=1

gdzie τ 1
i reprezentuje pojedyńczy trójk ↪at. Nast ↪epnie drobniejsze triangulacje

T l = {τ l
i=1}

Nl
i=1 s ↪a zdefiniowane poprzez podzia l pojedyńczych trójk ↪atów

w zbiorze T l−1 na kilka trójk ↪atów. Zak ladamy, że wszystkie triangulacje
s ↪a regularne, co oznacza że dla każdego trójk ↪ata stosunek średnicy okr ↪egu
opisanego na trójk ↪acie do promienia okr ↪egu wpisanego jest wi ↪ekszy od pewnej
sta lej, która nie zależy od kolejnych triangulacji. Niech hl

i = diam(τ l
i ) hl =

maxi h
l
i i h = hL Za lóżmy, że każdy z trójk ↪atów triangulacji T l−1 dzielimy

na cztery trójk ↪aty, tak aby hk+i

hk
≤ C2−i i hk = 2−k · h0

Niech V l, l = 1, . . . , L b ↪ed ↪a przestrzeniami funkcji kawa lkami linio-
wymi, ci ↪ag lymi i znikaj ↪acymi na ∂Ω zwi ↪azanymi z triangulacj ↪a T l odpo-
wiednio. Wtedy każda V l posiada standardow ↪a baz ↪e nodaln ↪a zwi ↪azan ↪a z
w ↪ez lami triangulacji T l i V l = span{ϕl

i} gdzie i = 1, . . . , Nl. W szczególności
V h = V L = span{ϕL

i } dla i = 1, . . . , Nh. Przestrzenie V l, i = 1, . . . , L maj ↪a
charakter pomocniczy i b ↪ed ↪a wykorzystane w dalszej cz ↪eści pracy.
Oznaczmy przez u wektor wspó lrz ↪ednych uh w standardowej bazie V h tzn
u = {ui}i=1,...,Nh

dla uh =
∑Nh

i=1 uiϕ
L
i , ui = u(xL

i ) dla xL
i - punktów nodal-

nych. Zauważmy, że operacja JL :

JL(uh) = u (10)

jest liniowym izomorfizmem przestrzeni V h i RNh . Analogicznie można przy-
porz ↪adkować Jl : V l → RNl korzystaj ↪ac z tego, że V l = span{ϕl

i}.
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3.2 Zagadnienie dyskretne

Problem dyskretny:
Znaleźć uh ∈ V L = V h takie,że

∀ vh ∈ V h a(uh, vh) = f(vh) (11)

Używaj ↪ac bazy nodalnej, czyli standardowej zwi ↪azanej z w ↪ez lami triangulacji,
możemy ten problem przepisać jako uk lad nieliniowych równań algebraicz-
nych

A(u) = f (12)

gdzie

f = {f(ϕL
i )}1,...,Nh

u = {ui}1,...,Nh
dla uh =

Nh∑
i=1

uiϕ
L
i , ui = u(xL

i )

xL
i - punkt nodalny czyli wierzcho lki trójk ↪atów triangulacji T L leż ↪ace

wewn ↪atrz obszaru Ω.
Zauważmy, że wtedy

(A(u), v)RNh = a(uh, vh) i (f, v)RNh = f(vh)

dla (u, v)RNh =
Nh∑
i=1

uivi

Istnienie rozwi ↪azania (11) (i również (12)) wynika z nast ↪epuj ↪acego lematu,
którego dowód jest zawarty w np. (J.L.Lions) [11]
Niech K(0, r) = {v ∈ H : ‖v‖H ≤ r ⊂ H} dla przestrzeni Hilberta H.

Lemat 3.1 (o k ↪acie ostrym) Niech H b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a prze-
strzeni ↪a Hilberta z iloczynem skalarnym [·, ·], niech P b ↪edzie ci ↪ag l ↪a funkcj ↪a z
K(0,r) w H oraz niech

∀ ξ ∈ H [ξ, ξ] = r2 : [P (ξ), ξ] ≥ 0.

Wtedy ∃ ξ ∈ K(0, r) takie, że

P (ξ) = 0

Uwaga 3.1 Jeżeli zamiast V h w (11) weźmiemy dowoln ↪a podprzestrzeń
skończenie wymiarow ↪a H

1
0 (Ω) to dowód poniższego lematu jest też prawdziwy.
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Z powyższego lematu wynika

Lemat 3.2 Uk lad (12) a tym samym problem (11) ma jednoznaczne
rozwi ↪azanie.

Dowód:
Jednoznaczność wynika z silnej monotoniczności a(·, ·) tzn. jeśli u i v s ↪a
rozwi ↪azaniami (12), to

γ‖uh − vh‖2
H1 ≤ a(uh, uh − vh)− a(vh, uh − vh) =

= (A(u), u− v)RNh − (A(v), u− v)RNh = 0

Zdefiniujmy operator D:

(Du, v)RNh := (u, v)D := (uh, vh)H1 (13)

dla uh =
Nh∑
i=1

uiϕ
L
i i vh =

Nh∑
i=1

viϕ
L
i

Oczywíscie D jest dodatnio określonym i samosprz ↪eżonym operatorem w RNh

i wtedy RNh z (·, ·)D jest skończenie wymiarow ↪a przestrzeni ↪a Hilberta.
Niech P (u) = D−1(A(u) − f) zauważmy, że na podstawie (6)

|(A(0), u)RNh | = |
∫

Ω
(

2∑
i=1

ai(x, 0, 0) ·Diu+ a0(x, 0, 0)u) dx| ≤

≤ M
∫

Ω
(

2∑
i=1

|Diu| + |u|) dx ≤ M
√

3
∫

Ω
(

2∑
i=1

|Diu|2 + |u|2)1/2 dx ≤

M
√

3 meas(Ω)1/2 (
∫

Ω

2∑
i=1

|Diu|2 + |u|2 dx)1/2 = c ‖uh‖H1 = c ‖u‖D

dla sta lej c > 0. Ponadto

|(f, u)RNh | ≤ ‖f‖L2‖uh‖L2 ≤ ‖f‖L2(Ω)‖u‖D

Zatem
|(A(0)− f, u)RNh | ≤ |(A(0), u)RNh |+ |(f, u)RNh | ≤

≤ (c + ‖f‖L2)‖u‖D = δ · ‖u‖D
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i wtedy

(P (u), u)D = (A(u)− A(0), u)RNh − (−A(0) + f, u)RNh ≥ γ‖u‖2
D − δ ‖u‖D

zatem bior ↪ac r takie, że γ r − δ ≥ 0 mamy, że

∀ u : ‖u‖D = r; (P (u), u)D ≥ 0

P (u) jest ci ↪ag le, wynika to z (9). (Co wi ↪ecej można nawet pokazać, że P (u)
spe lnia warunek Lipschitza).
Z poprzedniego lematu wynika, że

∃ u ∈ KD(0, r) P (u) = 0

co oznacza, że A(u) = f i to w po l ↪aczeniu z jednoznaczności ↪a pokazan ↪a na
pocz ↪atku dowodu pokazuje istnienie rozwi ↪azania (11) w V h. 2

3.3 Pochodna Gateaux operatora i jej w lasności

Operator A z (12) ma przy za lożeniu silnej ograniczoności tj. warunku (6)
pochodn ↪a Gateaux A′, która ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać:

∀ u, v, w ∈ V h (A′(u)v, w)RNh = s(uh; vh, wh) =

∫
Ω

2∑
i,j=1

∂

∂pj

ai(x, uh,∇uh)
∂

∂xj

vh
∂

∂xi

wh +
2∑

j=1

∂

∂pj

a0(x, uh,∇uh)
∂

∂xj

vhwh (14)

+
2∑

i=1

∂

∂p0

ai(x, uh,∇uh)vh
∂

∂xi

wh +
∂

∂p0

a0(x, uh,∇uh)vhwh dx

Zauważmy, że forma s(uh; vh, wh) jest dwuliniowa ze wzgl ↪edu na vh i wh.

Uwaga 3.2 Jeśli dla uh ∈ V h i x ∈ Ω

∂

∂pj

ai(x, uh(x),∇uh(x)) =
∂

∂pi

aj(x, uh(x),∇uh(x)) dla i, j = 0, 1, 2

to forma s(uh; · , ·) b ↪edzie symetryczna, co w szczególności da, że A′(u) b ↪edzie
samosprz ↪eżony w RNh.
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Oczywíscie, przy za lożeniach silnej eliptyczności mamy, że liniowy operator
A′(u) jest RNh- eliptyczny z norm ↪a energetyczn ↪a dla D z (13), co oznacza
∀ u ∈ RNh z t ↪a sam ↪a sta l ↪a

∃ γ > 0 ∀u, v ∈ RNh (A′(u)v, v) ≥ γ ‖v‖2
D = γ ‖vh‖H1 (15)

Ponadto mamy także jednostajn ↪a ograniczoność A′(u) z warunku (6) : ∀u ∈
RNh co oznacza

∃M > 0 ∀u, v, w ∈ V h |(A′(u)v, w)| ≤M ‖v‖D‖w‖D = M ‖vh‖H1 ‖wh‖H1

(16)
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4 Addytywna wielopoziomowa metoda

Schwarza dla równania Poissona

W tej cz ↪eści pokażemy konstrukcj ↪e preconditionera B̂−1 dla równania (12).
Ten preconditioner zosta l skonstruowany jako addytywna metoda Schwarza
w pracach [8, Dryja,Widlund] oraz [13, Zhang] dla równania Poissona w jego
s labym sformu lowaniu tzn dla problemu
Znaleźć u ∈ H1

0 (Ω) takie, że:

∀v ∈ H1
0 (Ω) b(u, v) = f(v)

dla b(u, v) =
∫

Ω
∇u · ∇v dx i f(v) =

∫
Ω
fv dx

gdzie f ∈ L2(Ω). Po dyskretyzacji powstaje problem
Znaleźć uh ∈ V h takie, że

∀vh ∈ V h b(uh, vh) = f(vh) (17)

Zdefiniujmy operator B : RNh → RNh

(Bu, v)RNh = b(uh, vh)

gdy u jest reprezentacj ↪a wektorow ↪a funkcji uh.
Zdefiniujemy teraz rozbicie przestrzeni V l, l = 1, . . . , L, V 1

1 = V 1, V l
i =

span{ϕl
i}, gdzie i = 1, . . . , Nl, l = 2, . . . , L oraz V l = span{ϕl

1, . . . , ϕ
l
Nl
}

Z konstrukcji triangulacji wynika, że V l ⊂ V L, ∀l < L wi ↪ec przestrzeń
elementu skończonego V h = V L reprezentuje suma

V h =
L∑

l=1

V l =
L∑

l=1

Nl∑
i=1

V l
i

Z nierówności Friedrichsa wynika, że w V h

b(· , ·) ≤ ‖ · ‖2
H1 ≤M b(· , ·)

Sta la M zależy tylko od średnicy obszaru Ω.

Jeżeli oznaczymy przez Ṽ l
i = JL(V l

i ) ⊂ RNh i odpowiednio Ṽ l = JL(V l), to z
liniowości JL z (10) otrzymamy:

RNh =
L∑

l=1

Ṽ l =
L∑

l=1

Nl∑
i=1

Ṽ l
i

12



Definiujemy PV l
i

: RNh → Ṽ l
i , QV l

i
: RNh → Ṽ l

i oraz operatory BV l
i

: Ṽ l
i → Ṽ l

i

jak nast ↪epuje
(B1u, v)RNh = (u, v)B u ∈ Ṽ 1 ∀v ∈ Ṽ 1

(BV l
i
u, v)RNh = (u, v)B u ∈ Ṽ l

i v ∈ Ṽ l
i

(PV l
i
u, v)B = (u, v)B ∀v ∈ Ṽ l

i

(QV l
i
u, v)RNh = (u, v)RNh ∀v ∈ Ṽ l

i

Ponieważ Ṽ l
i dla l > 1 s ↪a jednowymiarowe wi ↪ec rzut PV l

i
u = s(u) JL(ϕl

i), gdzie

s(u) jest skalarem a JL(ϕl
i) wektorem, który jako sk ladowe ma wspó lrz ↪edne

funkcji ϕl
i w bazie span(ϕL

i ), i = 1, . . . , Nh. Zatem rzut PV l
i

ma postać:

PV l
i
u =

1

b(ϕl
i, ϕ

l
i)
b(uh, ϕ

l
i) JL(ϕl

i) = B−1
V l

i
QV l

i
Bu dla l = 2, . . . , L i = 1, . . . , Nl

(18)
ponieważ

s(u)b(ϕl
i, ϕ

l
i) = s(u)(JL(ϕl

i), JL(ϕl
i)B = (PV l

i
u, JL(ϕl

i))B =

= (u, JL(ϕl
i)B = b(uh, ϕ

l
i)

oraz
(BV l

i
PV l

i
u, JL(ϕl

i))RNh = (PV l
i
u, JL(ϕl

i))B =

= (u, JL(ϕl
i))B = (QV l

i
Bu, JL(ϕl

i))RNh

a dla l=1 mamy
PV 1u = B−1

1 QV 1Bu

Niech

PMAS =
L∑

l=1

Nl∑
i=1

PV l
i

= (
L∑

l=1

Nl∑
i=1

B−1
V l

i
QV l

i
)B = (B̂)−1B (19)

Lemat 4.1 B̂−1 jest samosprz ↪eżony w RNh.

Dowód:
Teza lematu wynika z samosprz ↪eżoności PV l

i
w (·, ·)B. Niech u, v ∈ RNh .

Wtedy istniej ↪a w, z ∈ RNh takie że u = Bw i v = Bz i mamy

(B−1
V l

i
QV l

i
u , v)RNh = (B−1

V l
i
QV l

i
Bw ,Bz)RNh =

13



(BB−1
V l

i
QV l

i
Bw , z)RNh = (PV l

i
w , z)B

= (w ,PV l
i
z)B = (Bw ,B−1

V l
i
QV l

i
Bz)RNh = (u ,B−1

V l
i
QV l

i
v)RNh

Zatem B̂−1 jako suma B−1
V l

i
QV l

i
też jest samosprz ↪eżony. 2

W pracy [13, Zhang] udowodniono twierdzenie

Twierdzenie 4.1 Dla B̂−1 zdefiniowanego jak wyżej i operatora PMAS =
(B̂)−1B zachodzi

∃ c1, c2 > 0 ∀ u ∈ RNh c1(u, u)B ≤ (PMASu, u)B ≤ c2(u, u)B

Obie sta le s ↪a niezależne od {hl} i L. 2

Definicja 3 Niech A i B liniowe i samosprz ↪eżone. Powiemy, że A i B s ↪a
spektralnie równoważne, A ∼ B jeśli

∃ c, C > 0 ∀ u ∈ RNh c(Au, u)RNh ≤ (Bu, u)RNh ≤ C(Au, u)RNh

Obie sta le c,C s ↪a niezależne od Nh.

Z twierdzenia 4.1 wynika wniosek:

Wniosek 1 Dla B̂ zdefiniowanego w (19) otrzymujemy, że

B ∼ B(B̂)−1B

Z tego wniosku wynika nast ↪epuj ↪acy lemat:

Lemat 4.2 Dla B̂ zdefiniowanego w (19) otrzymujemy, że

(B̂)−1 ∼ B−1

Dowód:
Bior ↪ac u ∈ RNh oraz Bw = u mamy, że

((B̂)−1u, u)RNh = ((B̂)−1Bw,Bw)RNh =

14



= (B(B̂)−1Bw,w)RNh ≤ c2(Bw,w)RNh =

= c2(BB−1Bw,w)RNh = c2(B−1Bw,Bw)RNh = c2(B−1u, u)RNh

i analogicznie ((B̂)−1u, u)RNh ≥ c1(B−1u, u)RNh 2

Poniższy lemat jest dobrze znanym faktem z analizy fukcjonalnej:

Lemat 4.3 Niech A,B liniowe, A = A∗ > 0 i B = B∗ > 0 w przestrzeni
Hilberta H z iloczynem skalarnym (·, ·). Wtedy jeśli

A ∼ B, to A−1 ∼ B−1

Dowód:
Skorzystamy z tego, że dla B = B∗ > 0 istnieje B1/2 (B = B1/2B1/2), który
jest samosprz ↪eżony i B1/2 > 0. Pokażemy, że C = B−1/2AB−1/2 ∼ I, bowiem
bior ↪ac u = B−1/2w mamy

(B−1/2AB−1/2w,w) = (AB−1/2w,B−1/2w) = (Au, u) ≤

≤ c (Bu, u) = c (BB−1/2w,B−1/2w) = c (w,w) ∀ w ∈ H
Nierówność w drug ↪a stron ↪e dowodzimy analogicznie. Oczywíscie tak zdefi-
niowane C = C∗ > 0, zatem istnieje C1/2, wi ↪ec bior ↪ac w = C1/2u

c (C−1w,w) = c (C−1C1/2u,C1/2u) = c (u, u) ≥ (Cu, u) =

= (C1/2u,C1/2u) = (w,w)

odwrotna nierówność uzyskujemy analogicznie. Zatem C−1 ∼ I a to znaczy,
że B1/2A−1B1/2 ∼ I. Teraz bior ↪ac u = B1/2w otrzymamy

(A−1u, u) = (A−1B1/2w,B1/2w) = (B1/2A−1B1/2w,w)

≤ c (w,w) = c (B−1/2u,B−1/2u) = c (Bu, u)

odwrotna nierówność otrzymujemy analogicznie, a to dowodzi, że
A−1 ∼ B−1. 2

Z dwóch ostatnich lematów wynika wniosek

Wniosek 2 Dla B̂ z (19) otrzymujemy, że

B̂ ∼ B
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Zatem normy ‖u‖
B̂
∼ ‖u‖B = b1/2(uh, uh) ∼ ‖uh‖H1 ∀ uh ∈ V h.

Niech Kl b ↪edzie macierz ↪a sztywności określon ↪a w RNl odpowiednio i
Dl = diag(Kl), tzn.:

Kl = {b(ϕl
i, ϕ

l
j)}j,i=1,...,Nl

dla V l = Span{ϕl
i}i=1,...,Nl

wtedy KL = B i Niech Πl : RNl → RNh , (l ≤ L) b ↪edzie standardow ↪a ma-
cierz ↪a interpolacji i Πt

l : RNh → RNl b ↪edzie macierz ↪a transponowan ↪a do Πl.
Wówczas B̂−1 można przedstawić jako

B̂−1 = Π1K
−1
1 Πt

1 + . . . + ΠlD
−1
l Πt

l + . . . + ΠL−1D
−1
L−1Πt

L−1 + D−1
L

Zauważmy, że policzenie B̂−1u dla dowolnego wektora u ∈ V h wy-
maga rozwi ↪azania L niezależnych problemów i można to zrobić równolegle.
Koszt wyznaczenia każdego elementu ΠlD

−1
l Πt

l jest rz ↪edu Nh ponieważ
trzeba przemnożyć przez macierze Πl, Πt

l oraz diagonaln ↪a macierz D−1
l .

Równocześnie, gdybyśmy wyznaczali B̂−1 sekwencyjnie, to możemy inter-
polować z s ↪asiaduj ↪acych poziomów tzn z V l−1 na V l i z V l na V l−1. Zamiast
wyznaczać kolejne cz lony B̂−1u niezależnie, czyli kolejno liczyć ΠlD

−1
l Πt

lu su-
muj ↪ac na końcu, możemy policzyć Πt

L−1u interpoluj ↪ac Πt
Lu na poziom L-1, a

nast ↪epnie przej́sć na poziom L-2 i tak dalej. Analogicznie, gdy wyznaczylísmy
D−1

l Πt
lu to zamiast interpolować bezpośrednio na L-ty poziom przechodzimy

na l+1 poziom i dodajemy do D−1
l+1Πt

l+1u i przechodzimy na poziom l+2.

Koszt policzenia B̂−1 wtedy jest liniowy, tzn. rz ↪edu Nh.
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5 Metoda iteracyjna Richardsona

W tym rozdziale przedstawimy metod ↪e iteracyjn ↪a rozwi ↪azywania problemu
(12) z wykorzystaniem B̂−1 opisanego w poprzednim rozdziale. Metoda ta
jest uogólnieniem dwupoziomowej Addytywnej Metody Schwarza opisanej w
referacie [3, Cai,Dryja].

5.1 Opis metody

Do rozwi ↪azania uk ladu (12) zastosujemy metod ↪e iteracyjn ↪a Richardsona po-
staci:

un+1 = un − τB̂−1(A(un)− f), (20)

gdzie B̂−1 opisano w poprzedniej cz ↪eści, a τ należy wybrać zgodnie z
nast ↪epuj ↪acym twierdzeniem, którego dowód można znaleźć np. w [9]

Twierdzenie 5.1 Jeśli uk lad (12) ma rozwi ↪azanie u i spe lnione s ↪a
nast ↪epuj ↪ace dwa za lożenia:

∃ δ0 ≥ 0 ∀ u, v ∈ RNh (A(u)− A(v), u− v)RNh ≥ δ0 ‖u− v‖2
B̂

(21)

∃ δ1 ≥ 0 ∀ u, v ∈ RNh ‖A(u)− A(v)‖2
B̂−1 ≤ δ1 ‖u− v‖2

B̂
, (22)

to wtedy metoda iteracyjna (20) jest zbieżna dla 0 < τ < 2δ0 δ
−1
1 z oszaco-

waniem
‖un − u‖

B̂
≤ ρ(τ)‖un−1 − u‖

B̂
,

gdzie
ρ(τ) = (1− 2 ∗ τδ0 + τ 2δ1)1/2 < 1

ρ(τ) ≥ ρ(τ ∗) = (1− δ2
0 δ
−1
1 )1/2, τ ∗ = δ0 δ

−1
1

Dowód:
Niech zn+1 = un+1 − u. Wtedy z (20) mamy

zn+1 = zn − τB̂−1(A(un)− A(u)),

zatem bior ↪ac kwadrat normy energetycznej dla B̂ otrzymujemy

‖zn+1‖2
B̂

= ‖zn‖2
B̂
− 2τ(A(un)− A(u), zn)RNh + τ 2‖(A(un)− A(u))‖2

B̂−1 ≤

≤ (1− 2τδ0 + τ 2δ1)‖zn‖2
B̂

= ρ(τ)2‖zn‖2
B̂
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Oczywíscie
ρ(τ) < 1 dla 0 < τ < 2δ0δ1

a osi ↪aga minimum dla τ ∗ = δ0δ
−1
1 wynosz ↪ace ρ(τ ∗) = (1 − δ2

0δ
−1
1 )1/2, co

dowodzi tezy twierdzenia. 2

Z Wniosku 2 z poprzedniego rozdzia lu wynika nast ↪epuj ↪acy lemat:

Lemat 5.1 Operator A spe lnia warunek (21) z Twierdzenia 5.1, tzn.

(A(u)− A(v), u− v)RNh ≥ δ0‖u− v‖2
B̂

Dowód:

(A(u)− A(v), u− v)RNh = a(uh, uh − vh)− a(vh, uh − vh) ≥

≥ γ ‖uh − vh‖2
H1 ≥ δ0‖u− v‖2

B̂
2

Oznacza to spe lnienie pierwszego za lożenia twierdzenia 5.1. Spe lnienie dru-
giego za lożenia twierdzenia 5.1 wynika z nast ↪epuj ↪acego lematu:

Lemat 5.2 Operator A spe lnia warunek (22) z Twierdzenia 5.1 tzn.

∃ δ1 ≥ 0 ∀ u, v ∈ RNh ‖A(u)− A(v)‖2
B̂−1 ≤ δ1 ‖u− v‖2

B̂

Dowód:
Z (9) wynika, że

∃δ1 > 0 ∀ u, v, w ∈ RNh |(A(u)− A(v), w)RNh | ≤ δ
1/2
1 ‖u− v‖B̂‖w‖B̂

Niech g = A(u)− A(v) i mamy ‖A(u)− A(v)‖
B̂−1 = ‖B̂−1g‖

B̂
i

‖B̂−1g‖
B̂

= sup
w∈RNh

|(B̂−1g, w)
B̂
|/‖w‖

B̂
= sup

w∈RNh

|(g, w)RNh |/‖w‖B̂ ≤

≤ sup
w∈RNh

|(A(u)− A(v), w)RNh |/‖w‖B̂ ≤ δ
1/2
1 ‖u− v‖

B̂

co kończy dowód lematu. 2

Z powyższych lematów i Twierdzenia 5.1 otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy
wniosek:
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Wniosek 3 Metoda (20) dla zadania (12) jest zbieżna dla τ : 0 < τ <
2δ0 δ

−1
1 z oszacowaniem

‖un − u‖
B̂
≤ ρ(τ)n‖u0 − u‖

B̂

gdzie
ρ(τ) = (1− 2 ∗ τδ0 + τ 2δ1)1/2 < 1

Parametr optymalny wynosi τ ∗ = δ0 δ
−1
1 i dla niego mamy:

ρ(τ ∗) = (1− δ2
0 δ
−1
1 )1/2

Tutaj ρ(τ) nie zależy od h ani L - (liczby poziomów w konstrukcji B̂−1).

5.2 Implementacja

Algorytm rozwi ↪azywania (12) można implementować jako równoleg ly albo
sekwencyjny. W ostatnim podrozdziale poprzedniego rozdzia lu opisano im-
plementacje B̂−1.
Algorytm:
u0 dowolne
repeat

1. rn = A(un)− f

2. zn = B̂−1rn =
= (Π1K

−1
1 Πt

1 + . . . + ΠlD
−1
l Πt

l + . . . + ΠL−1D
−1
L−1Πt

L−1 + D−1
L ) rn

3. un+1 = un − τzn

until zbieżność.
Jeżeli powyższy algorytm zaimplementujemy jako równoleg ly na L pro-

cesorach, (L-ilość poziomów),to można zauważyć, że speedup czyli stosunek
czasu wykonania algorytmu na L procesorach do czasu wykonania na jed-
nym procesorze wynosi L. Równocześnie komunikacja oraz synchronizacja s ↪a
niewielkie.
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6 Metoda Newtona z wewn ↪etrznymi i

zewn ↪etrznymi iteracjami

W tym rozdziale opiszemy zastosowanie metody Newtona z wewn ↪etrznymi i
zewn ↪etrznymi iteracjami do rozwi ↪azania (12) zob. np. [9, str 108-110].
Oczywíscie ponieważ ‖ · ‖H1 ∼ ‖ · ‖B ∼ ‖ · ‖B̂ to z (15) i z (16) wynika, że
∀ u ∈ RNh A′(u) jest dodatnio określony w RNh ze sta l ↪a niezależn ↪a od u tj.

∃ γ > 0 ∀ u, v ∈ RNh (A′(u)v, v) ≥ γ ‖v‖2
B̂

(23)

oraz A′(u) s ↪a jednostajnie ograniczone tj.

∃ M > 0 ∀u, v, w ∈ RNh |(A′(u)v, w)| ≤M ‖v‖
B̂
‖w‖

B̂
(24)

Przy pewnych dodatkowych za lożeniach na wspó lczynniki wyj́sciowego pro-
blemu mamy, że w pewnej kuli S

B̂
o środku w rozwi ↪azaniu u pochodna spe lnia

warunek Lipschitza:

∃ b > 0 ∀ u, v ∈ S w ∈ RNh ‖(A′(u)− A′(v))w‖
B̂−1 ≤ b‖u− v‖

B̂
‖w‖

B̂
(25)

6.1 Opis metody

Do rozwi ↪azania (12) zastosujemy metod ↪e Newtona :

A′(un)(un+1 − un) = −A(un) + f (26)

un oznaczaj ↪a kolejne iteracje w metodzie Newtona. Przy danym un aby
uzyskać un+1 trzeba rozwi ↪azać liniowy problem:

A′(un)v = g (27)

gdzie
v = un+1 − un i g = −A(un) + f (28)

Do rozwi ↪azania powyższego liniowego problemu użyjemy metody iteracyjnej;
może ni ↪a być np. metoda Richardsona. Proponujemy t ↪e metod ↪e, ponieważ
można pokazać jej zbieżność przy za lożeniach, które nak ladamy na operator
A. Zauważmy, że w szczególności A′(un) nie musi być samosprz ↪eżony w RNh .
Metoda Richardsona, por. (20), dla (27) ma postać:

vm+1 = vm − τB̂−1(A′(un)vm − g) (29)
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vm - b ↪edziemy nazywali iteracjami wewn ↪etrznymi w odróżnieniu od un iteracji
metody Newtona, które nazwiemy iteracjami zewn ↪etrznymi. τ należy dobrać
zgodnie z twierdzeniem 5.1, którego za lożenia s ↪a spe lnione, zob. (23) i (24).
Wtedy z twierdzenia 5.1 wynika oszacowanie b l ↪edu dla τ = γ/M

‖vm − v‖
B̂
≤ ρ(τ)m‖v0 − v‖

B̂

gdzie ρ(τ) = (1− γ2/M)

Przy rozwi ↪azywaniu (27) metod ↪a (29) b ↪edziemy brali pierwsze przybliżenie
jako v0 = 0. Podsumujmy: jeśli znamy un, to aby znaleźć un+1 należy ite-
racyjnie metod ↪a (29) rozwi ↪azywać (26) bior ↪ac zerowe pierwsze przybliżenie
i nast ↪epnie, jeśli vkn jest kn przybliżeniem v - rozwi ↪azania, (27) to przyjmu-
jemy, że

un+1 = un + vkn

jest dostatecznie dobrym przybliżeniem un+1 z (26). Dalej to przybliżenie
oznaczamy dla wygody również un+1.

6.2 Analiza zbieżności

Zdefiniujemy teraz operator Rn zmniejszenia b l ↪edu po po kn wewn ↪etrznych
iteracjach przy zastosowaniu metody iteracyjnej do rozwi ↪azania (27), który
b ↪edzie nam potrzebny w analizie zbieżności metody zaproponowanej w po-
przednim podrozdziale.

Definicja 4 Niech Rn b ↪edzie operatorem zmniejszenia b l ↪edu po kn

wewn ↪etrznych iteracjach przy zastosowaniu metody iteracyjnej do
rozwi ↪azania (27), tzn jeśli v jest rozwi ↪azaniem (27) i vm kolejne wewn ↪etrzne
iteracje, to

vkn − v = Rn(v0 − v)

Oczywíscie przy zastosowaniu metody Richardsona (29) mamy, że

vm+1 − v = vm − v − τB̂−1(A′(un)vm − g) = (I − τ A′(un))(vm − v)

Zatem
Rn = (I − τ B̂−1 · A′(un))kn

i
‖Rn‖ ≤ qn = ρ(τ)kn < 1
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Lemat 6.1 Bior ↪ac zerow ↪a pierwsz ↪a iteracj ↪e wewn ↪etrzn ↪a, tzn. v0 = 0, otrzy-
mamy, że kn-wewn ↪etrzna iteracja pokrywa si ↪e z rozwi ↪azaniem nast ↪epuj ↪acego
problemu liniowego:

A′(un)(I −Rn)−1w = g

Dowód: zob. np. [9, str. 89]
Mamy

vkn − v = Rn(v0 − v) = −Rnv

w := vkn = −Rnv + v = (I −Rn)v

st ↪ad podstawiaj ↪ac do (27) mamy

v = (I −Rn)−1w gdy ‖Rn‖B̂ < 1

ponieważ jeśli ‖Rn‖B̂ < 1 to (I − Rn) jest odwracalny. Jest to znany fakt z
analizy funkcjonalnej. 2

Teraz korzystaj ↪ac z tego, że un+1 = v + un i g = −A(un) + f , gdzie
v rozwi ↪azanie (27) oraz korzystaj ↪ac z powyższego lematu dostaniemy, że
przybliżenie un+1, które dalej też b ↪edziemy oznaczać przez un+1 b ↪edzie
spe lniać zależność:

A′(un)(I −Rn)−1(un+1 − un) = −A(un) + f (30)

Zauważmy, że jeśli oznaczymy C−1 = A′(un)(I −Rn)−1 to powyższ ↪a metod ↪e
można interpretować, jako zwyk l ↪a metod ↪a Richardsona z preconditionerem
C−1.

Teraz podamy kilka pomocniczych lematów, które wykorzystamy póżniej
w dowodzie zbieżności. Kluczowy jest Lemat 6.4 z którego wynika zbieżność
metody.

Lemat 6.2 Jeśli spe lnione jest

∀ u, v ∈ S w ∈ RNh ‖(A′(u)− A′(v))w‖
B̂−1 ≤ b‖u− v‖

B̂
‖w‖

B̂

to
‖A(v)− A(u)− A′(u) (v − u)‖

B̂−1 ≤ b 2−1 ‖v − u‖2
B̂
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Dowód:
Niech z = v − u. Wtedy

A(u+ z)− A(u)− A′(u) z =
∫ 1

0
(A′(u+ tz)− A′(u)) z dt

st ↪ad

‖A(u+ z)− A(u)− A′(u) z‖
B̂−1 ≤

∫ 1

0
‖(A′(u+ tz)− A′(u)) z‖

B̂−1 dt

i z za lożenia lematu

≤
∫ 1

0
b ‖tz‖

B̂
‖z‖

B̂
dt ≤ b‖z‖2

B̂

∫ 1

0
t dt = 2−1b‖z‖2

B̂
2

Lemat 6.3 Z (23) i (24) otrzymujemy odpowiednio

∀ u, v ∈ V h ‖A′(u)v‖
B̂−1 ≤M ‖v‖

B̂

∀ u, v ∈ RNh ‖(A′(u))−1v‖
B̂
≤ 1

γ
‖v‖

B̂−1

Dowód:
Korzystaj ↪ac (24) mamy, że

‖A′(u)v‖
B̂−1 = ‖B̂−1A′(u)v‖

B̂
= sup

w∈RNh

(B̂−1A′(u)v, w)
B̂

‖w‖
B̂

=

= sup
w∈RNh

(A′(u)v, w)RNh

‖w‖
B̂

≤M ‖v‖
B̂

oraz na podstawie (23) dla ‖v‖
B̂
6= 0

γ ‖v‖
B̂
≤ (A′(u)v, v)RNh

‖v‖
B̂

=
(B̂−1A′(u)v, v)

B̂

‖v‖
B̂

=

= sup
w∈RNh

(B̂−1A′(u)v, w)
B̂

‖w‖
B̂

= ‖B̂−1A′(u)v‖
B̂

= ‖A′(u)v‖
B̂−1

zatem bior ↪ac v = (A′(u))−1w

∀ u,w ∈ RNh ‖(A′(u))−1w‖
B̂
≤ 1

γ
‖w‖

B̂−1
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co kończy dowód lematu. 2

Niech K
B̂

(u, r) = {v ∈ RNh : ‖u− v‖
B̂
≤ r}

Nast ↪epuj ↪acy lemat mówi o zbieżności metody (30) por. [9, str 108-109]

Lemat 6.4 Niech u b ↪edzie rozwi ↪azaniem (12), zaś S = K
B̂

(u, r). Niech

∃ γ > 0 ∀ u, v ∈ RNh (A′(u)v, v) ≥ γ ‖v‖2
B̂

∃ M > 0 ∀u, v, w ∈ RNh |(A′(u)v, w)| ≤M ‖v‖
B̂
‖w‖

B̂

∃ b > 0 ∀ u, v ∈ S w ∈ RNh ‖(A′(u)− A′(v))w‖
B̂−1 ≤ b‖u− v‖

B̂
‖w‖

B̂

Wtedy dla Rn spe lniaj ↪acego

‖Rn‖ ≤ qn < 1

i dla un z S z un+1 spe lniaj ↪acym (30) mamy oszacowanie

‖zn+1‖
B̂
≤ 1

γ
(2−1 l ‖zn‖2

B̂
+ ξn) (31)

gdzie
zn = un − u, zn+1 = un+1 − u

ξn = qn(1− qn)−1M‖un+1 − un‖
B̂

Dowód:
Z lematu 6.3 otrzymujemy ∀ u ∈ S ∀ v ∈ RNh

‖A′(u)v‖
B̂−1 ≤M ‖v‖

B̂
(32)

‖(A′(u))−1v‖
B̂
≤ 1

γ
‖v‖

B̂−1 (33)

Z (30) mamy, że
A′(un)zn+1 = g0 + g1

gdzie
g0 = A(u)− A(un)− A′(un)zn

g1 = A′(un)[(I −Rn)−1 − I](un+1 − un)
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zatem z (33) mamy, że

‖zn+1‖
B̂

= ‖A′(un)−1(g0 + g1)‖
B̂
≤ γ−1(‖g0‖B̂−1 + ‖g1‖B̂−1)

Z Lipschitzowskości A′ w S oraz z lematu 6.2 wynika, że
∀ u, z takich, że u, u+ z ∈ S

‖A(u+ z)− A(u)− A′(u) z‖
B̂−1 ≤ 2−1b‖z‖2

B̂

wi ↪ec otrzymujemy, że

‖g0‖B̂−1 = ‖A(u)− A(un)− A′(un)zn‖
B̂−1 ≤ 2−1b‖zn‖2

B̂

na podstawie (32) i tego, że ‖Rn‖ < qn < 1 otrzymujemy też, że

‖g1‖B̂−1 = ‖A′(un)[(I −Rn)−1 − I](un+1 − un)‖
B̂−1

≤M‖Rn(I −Rn)−1(un+1 − un)‖
B̂
≤ qn(1− qn)−1‖un+1 − un‖

B̂

ponieważ

[(I −Rn)−1 − I] = [I − (I −Rn)](I −Rn)−1 = [Rn(I −Rn)−1]

oraz
‖Rn(I −Rn)−1‖ ≤ qn(1− qn)−1 2

Z powyższego lematu wynika twierdzenie o zbieżności (30)

Twierdzenie 6.1 Jeśli spe lnione s ↪a za lożenia powyższego lematu i jeśli pro-
mień r kuli S i wszystkie qn s ↪a dostatecznie ma le tak, że

qn(1− qn)−1Mγ−1 ≤ q < 1

i
(1− q)−1(2−1γ−1 b r + q) ≤ α < 1

to wtedy przy u0 ∈ S (30) zbiega z oszacowaniem

‖zk‖
B̂
≤ αk ‖z0‖

B̂
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Dowód:
Jeśli

‖zk‖
B̂
≤ r

to z lematu i za lożeń twierdzenia mamy, że

‖zk+1‖
B̂
≤ γ−1 b 2−1 r‖zk‖

B̂
+ q(‖zk+1‖

B̂
+ ‖zk‖

B̂
)

wi ↪ec
‖zk+1‖

B̂
≤ α‖zk‖

B̂

co dowodzi tezy twierdzenia. 2

Powyższe twierdzenie stwierdza, że jeśli u0 jest dostatecznie blisko
rozwi ↪azania (12) u i jeśli iteracje wewn ↪etrzne dostatecznie dobrze zbiegaj ↪a
tzn. qn < 1 jest dostatecznie ma le, to metoda (30) jest zbieżna. Gdyby
Rn = 0 to byśmy mieli do czynienia ze standardow ↪a metod ↪a Newtona.

6.3 Implementacja

Algorytm rozwi ↪azywania (12) można implementować jako równoleg ly albo
sekwencyjny. Różnice wyst ↪epuj ↪a w implementacji B̂−1, który stosujemy przy
liczeniu wewn ↪etrznych iteracji.
Algorytm:
u0 dane
repeat

1. rn = −A(un) + f

2. Obliczyć Jakobian A′(un)

3. Rozwi ↪azać uk lad A′(un)wn = rn

v0 = 0
repeat

(a) xm = A′(un)vm − rn

(b) zm = B̂−1xm =
= (Π1K

−1
1 Πt

1 + . . . +ΠlD
−1
l Πt

l + . . . +ΠL−1D
−1
L−1Πt

L−1 + D−1
L )xm

(c) vm+1 = vm − τzm

until b l ↪ad residualny dostatecznie ma ly po kn iteracjach.
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4. wn = vkn

5. un+1 = un + wn

until zbieżność.
Jeżeli powyższy algorytm zastosujemy jako równoleg ly na L procesorach, (L-
ilość poziomów),to można zauważyć, że speedup czyli stosunek czasu wyko-
nania algorytmu na L procesorach do czasu wykonania na jednym procesorze
wynosi L. Równocześnie komunikacja oraz synchronizacja s ↪a niewielkie.
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7 Eksperymenty numeryczne

W tym rozdziale przedstawimy kilka wyników numerycznych eksperymentów
zwi ↪azanych z algorytmami przedstawionymi w rozdzia lach 5 i 6. Te eks-
perymenty zosta ly przeprowadzone na sprz ↪ecie sun4m z procesorem sparc
Instytutu Matematyki Stosowanej i Mechaniki, na jednostkowym kwadracie
podzielonym na kwadraty jednakowej wielkości dla nast ↪epuj ↪acego równania:{

−4u + u (ux + uy) = f(x, y) w Ω
u = 0 na ∂Ω

W [2, Bank, Rose] przeprowadzono eksperymenty dla metody Newtona dla
tego samego zagadnienia. Nie spe lnia ono wszystkich za lożeń, które przed-
stawilísmy w rozdziale 1. Kolejne triangulacje otrzymujemy poprzez podzia l
kwadratów z kolejnych poziomów na dwa trójk ↪aty jednakowej wielkości. W
pierwszej tabeli podane s ↪a wyniki dla algorytmu opisanego w rozdziale 5, tzn
metody Richardsona:

un+1 = un − τB̂−1(A(un)− f)

Parametr τ dobrano doświadczalnie, tzn. tak aby otrzymać minimaln ↪a liczb ↪e
iteracji. W ostatniej kolumnie podane s ↪a liczby iteracji koniecznych, aby b l ↪ad
residualny byl mniejszy od b l ↪edu pocz ↪atkowego pomnożonego przez ustalony
czynnik 10−4 w normie ‖ · ‖

B̂−1 .

Poziomy Niewiadome τ Liczba iteracji
2 (4− 1)2 1.7 32
3 (8− 1)2 1.73 32
4 (16− 1)2 1.74 33
5 (32− 1)2 1.735 34
6 (64− 1)2 1.715 38
7 (128− 1)2 1.7 41
8 (256− 1)2 1.69 44

W nast ↪epnej tabeli przedstawiamy zależność metody Richarsona od parame-
tru τ . Eksperyment przeprowadzi lísmy na 5 poziomach, tzn. dla (32 − 1)2
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niewiadomych z tym samym warunkiem stopu.

parametr τ Liczba iteracji
1.5 140
1.6 76
1.7 41
1.72 37
1.73 35
1.735 34
1.74 33
1.745 37
1.75 52
1.76 metoda nie zbiega

W nast ↪epnej tabeli przedstawione s ↪a wyniki dla metody Newtona z
wewn ↪etrznymi i zewn ↪etrznymi iteracjami, metody opisanej w rozdziale 6,
por. [2]. W ostatniej kolumnie podano liczby iteracji zewn ↪etrznych (tzn ite-
racji metody Newtona) potrzebnych do tego, aby b l ↪ad residualny by l mniej-
szy od b l ↪edu pocz ↪atkowego pomnożonego przez ustalony czynnik 10−4 w
normie ‖ · ‖

B̂−1 . Liczba iteracji wewn ↪etrznych potrzebnych w każdej itera-
cji zewn ↪etrznej zależy od warunku stopu oraz ponieważ stosujemy metod ↪e
Richardsona, od parametu τ . Jako warunek stopu wzielísmy zmniejszenie
pocz ↪atkowego b l ↪edu residualnego o czynnik 10−4. Zauważy lísmy, że znale-
zienie zbyt dok ladnego rozwi ↪azania w iteracjach wewn ↪etrznych nie zmniej-
sza liczby iteracji zewn ↪etrznych, ale oczywíscie zbyt niedok ladne rozwi ↪azanie
zwi ↪ekszy ilość iteracji zewn ↪etrznych.

Poziomy Niewiadome Liczba iteracji zewn ↪etrznych
2 (4− 1)2 4
3 (8− 1)2 6
4 (16− 1)2 6
5 (32− 1)2 6
6 (64− 1)2 5
7 (128− 1)2 5
8 (256− 1)2 5

Z eksperymentów wynika, że liczby iteracji nie zależy od liczby niewiadomych
i liczby poziomów. Jak wynika z tabelki 2, parametr τ ma istotny wp lyw na
metod ↪e Richardsona.
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