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Eliptyczne równania różniczkowe cza̧stkowe odgrywaja̧ istotna̧ rolȩ w modelowaniu
licznych zjawisk maja̧cych zastosowanie w fizyce, przemyśle, naukach o środowisku,
biologii i medycynie, itp. W szczególności klasa tych równań obejmuje monotoniczne
liniowe i nieliniowe eliptyczne równania różniczkowe cza̧stkowe.

Rozprawa doktorska poświȩcona jest dwóm problemom. Pierwszy to analiza zdys-
kretyzowanych eliptycznych zagadnień różniczkowych oparta na różnych wariantach
metody mortarowej, tzn. metody dyskretyzacji na triangulacjach (siatkach) niezgod-
nych. Drugi problem to konstrukcja i analiza zbieżności algorytmów równoleg lych
rozwia̧zywania powsta lych problemów dyskretnych.

Ze wzglȩdu na praktyczne zastosowania, istnieje duże zapotrzebowanie na kon-
strukcjȩ, analizȩ i implementacjȩ efektywnych algorytmów równoleg lych umożliwiaja̧-
cych obliczanie przybliżonych rozwia̧zań tych zagadnień. Algorytmy równoleg le ba-
zuja̧ na podziale dużego, np. ze wzglȩdu na ilość niewiadomych, zadania na mniejsze,
które moga̧ być rozwia̧zane równolegle, niezależnie od siebie.

Warto podkreślić, że w wyniku dyskretyzacji powyższych zagadnień powstaja̧
wielkie uk lady liniowych lub nieliniowych równań algebraicznych, co prawda o macie-
rzach rozrzedzonych (w przypadku liniowym) ale o bardzo dużym wskaźniku uwarunk-
owania, których rozwia̧zanie wymaga dużej mocy obliczeniowej (superkomputerów) i
szybkich, efektywnych algorytmów. Analiza metod rozwia̧zywania takich problemów
wymaga dog lȩbnej wiedzy ze wspó lczesnej teorii równań różniczkowych oraz teorii
analizy numerycznej, jak też specjalistycznej wiedzy dla optymalizacji implemen-
towanych algorytmów na komputery dużej mocy (wektorowe i równoleg le). Aby w
pe lni wykorzystać możliwości maszyn cyfrowych o najwiȩkszej mocy, którymi obecnie
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sa̧ komputery masywnie równoleg le, potrzebne sa̧ wyrafinowane algorytmy o bardzo
dużym stopniu zrównoleglenia (prawo Amdahla - Ware’a).

Klasa̧ bardzo efektywnych dla maszyn równoleg lych algorytmów numerycznego
rozwia̧zywania zdyskretyzowanych równań różniczkowych jest metoda dekompozycji
obszaru, a zw laszcza addytywna metoda Schwarza (ASM).

Wiȩkszość metod dyskretyzacji równań różniczkowych cza̧stkowych używa trian-
gulacji (siatek), które sa̧ definiowane najpierw na ca lym obszarze, a nastȩpnie dzielone
na triangulacje lokalne. W wielu przypadkach dogodniej jest rozważać metody,
które używaja̧ triangulacji zdefiniowanych lokalnie w podobszarach. Takie podej́scie
umożliwia np. dokonywanie lokalnych adaptacyjnych zmian kilku lokalnych triangu-
lacji bez konieczności zmieniania pozosta lych i prowadzi do tzw. triangulacji niezgod-
nych, na wszystkich podobszarach różne triangulacje. Daje to możliwość stosowania
różnych metod w różnych podobszarach np. metody Fouriera, metody spektralnej,
metody elementu skończonego i innych.
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Rysunek 1: Nie zgodne siatki na krawȩdzi Γkl.

Konieczne jest jednak na lożenia warunków zgodności na przeciȩciach brzegów
podobszarów, aby zapewnić zbieżność dyskretyzacji. W tym celu wprowadza siȩ s laba̧
cia̧g lość śladów funkcji z przestrzeni dyskretnej. Jedna̧ z możliwości jest na lożenie
warunku cia̧g lości dyskretnych rozwia̧zań w pewnych wybranych punktach na brze-
gach podobszarów. Prowadzi to jednak do nieoptymalnych oszacowań b lȩdu aproksy-
macji metody. Inna̧ możliwościa̧ stosowana̧ w praktycznych obliczeniach jest na lożenie
pewnych warunków zgodności typu ca lkowego, które gwarantuja̧ zbieżność optymalna̧.

W ostatnich latach opracowano nowa̧ klasȩ metod dekompozycji obszaru: tzw.
metodȩ mortarowa̧, w której wykorzystuje siȩ podej́scie ca lkowe dla cia̧glości na
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przeciȩciach podobszarów. Zosta la ona zaproponowana przez szko lȩ francuska̧ oko lo
dziesiȩciu lat temu, zob. [2]. Sa̧ dwa warianty metody mortarowej geometrycznie
zgodny i geometrycznie niezgodny. W pierwszym wariancie obszar dzielony jest na
kilka roz la̧cznych podobszarów, które sa̧ wieloka̧tami, Ω =

⋃N
k=1 Ωk, w taki sposób, że

przeciȩcie domkniȩć dwóch różnych podobszarów jest zbiorem pustym, ich wspólna̧
krawȩdzia̧ lub wierzcho lkiem. Wtedy dokonujemy wyboru jednej ze stron wspólnej
krawȩdzi Γkl = ∂Ωk ∩ ∂Ωl odpowiadaja̧cej jednemu z podobszarów jako mortarowej
γm,k i drugiej jako nie-mortarowej δm,l, por. Rysunki 1 i 2. W geometrycznie niez-
godnym wariancie metody mortarowej zak lada siȩ tylko, że istnieje dekompozycja
Γ :=

⋃N
k=1 ∂Ωk \ ∂Ω =

⋃
m γm, gdzie γm sa̧ roz la̧cznymi krawȩdziami podobszarów.

Inaczej mówia̧c, podobszary Ωi nie musza̧ mieć wspólnych wierzcho lków.
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Rysunek 2: Dwa możliwe wybory stron mortarowych.

Nastȩpnie w każdym obszarze dyskretyzujemy problem różniczkowy. W różnych
podobszarach możemy użyć różnych metod dyskretyzacji np. metody elementu
skończonego albo metod spektralnych. W rozprawie doktorskiej sa̧ rozważane tylko
różne warianty metody elementu skończonego. Nastȩpnie metoda mortarowa wymaga,
aby ślad (lub ślady dla równań czwartego rzȩdu) przybliżonego rozwia̧zania na dwóch
sa̧siaduja̧cych podobszarach mia l ten sam rzut na pewna̧ specjalna̧ podprzestrzeń
(lub podprzestrzenie dla równań czwartego rzȩdu) funkcji zdefiniowanych na ich
wspólnym brzegu, zwia̧zana̧ z nie-mortarowa̧ siatka̧ zdefiniowana̧ na tej krawȩdzi,
por. Rysunek 1. Warunek ten jest dużo s labszy niż warunek stosowany w zgodnych
wariantach metody elementu skończonego, w których wymaga siȩ równości przy-
bliżonych rozwia̧zań z dwóch sa̧siaduja̧cych podobszarów na ich wspólnym brzegu.
Tak wiȩc metody mortarowe zapewniaja̧ maksymalnie dużo swobody w tworzeniu
różnych dyskretyzacji, a równocześnie zachowuja̧ lokalność przestrzeni dyskretnych co
u latwia tworzenie efektywnych algorytmów równoleg lych wyznaczania przybliżonych
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rozwia̧zań wyj́sciowych problemów różniczkowych.

Cel pracy.

Celem rozprawy doktorskiej jest

• Dyskretyzacja eliptycznych równań różniczkowych cza̧stkowych drugiego oraz
czwartego rzȩdu na triangulacjach niezgodnych przy pomocy różnych wariantów
metod mortarowych zastosowanych do różnego typu dyskretyzacji metody ele-
mentu skończonego. Nastȩpnie przeprowadzenie analizy poprawności i zbież-
ności powsta lych zadań dyskretnych oraz udowodnienie optymalnej zbieżności
stosowanych dyskretyzacji.

• Konstrukcja, analiza i implementacja komputerowa metod numerycznych roz-
wia̧zywania liniowych i nieliniowych uk ladów równań algebraicznych powsta lych
z dyskretyzacji powyższymi wariantami metody mortarowej. Implementacja
rozważanych metod oparta jest na algorytmach równoleg lych należa̧cych do
klasy metod dekompozycji obszaru.

Wyniki pracy.

W rozprawie doktorskiej udowodniono oszacowania b ledów aproksymacji dla różnych
wariantów metody mortarowej zastosowanych dla różnego typu zgodnych i niez-
godnych metod elementu skończonego dla pewnych nieliniowych i liniowych elipty-
cznych równań różniczkowych cza̧stkowych drugiego rzȩdu i dla niektórych liniowych
problemów czwartego rzȩdu. Skonstruowalísmy również i przeprowadzilísmy analizȩ
kilku wspó lbieżnych (równoleg lych) algorytmów rozwia̧zywania problemów dyskret-
nych powsta lych z powyższych dyskretyzacji metoda̧ mortarowa̧. W pracy zawarte
sa̧ też wyniki eksperymentów numerycznych, które potwierdzi ly niektóre wyniki teo-
retyczne z dwóch pierwszych czȩści rozprawy doktorskiej. Niektóre wyniki rozprawy
doktorskiej można znaleźć w [6] i [7].

W pierwszej czȩści rozprawy analizujemy zgodny wariant metody mortarowej, w
którym lokalnie stosujemy zgodne cia̧g le, kawa lkami liniowe funkcje dla quasiliniowych
monotonicznych problemów eliptycznych drugiego rzȩdu. O ile nam wiadomo nie ma
żadnych wyników dotycza̧cych tego zagadnienia. Udowadniamy istnienie i jednoz-
naczność przybliżonych rozwia̧zań oraz oszacowanie b ledu aproksymacji, które jest
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optymalne. W [3] zosta ly pokazane analogiczne wyniki ale dla eliptycznych równań
liniowych drugiego rzȩdu.

Pokazujemy również, jak rozszerzyć i zastosować powyższe metody na bardziej
ogólna̧ klasȩ problemów, tzn. na pewne równania różniczkowe cza̧stkowe z silnymi
nieliniowościami poprzez specjalne techniki tzw. obcinania (truncation method).

Dalej projektujemy dwa algorytmy rozwia̧zywania uk ladu nieliniowych równań
algebraicznych powsta lych z takiej dyskretyzacji i dowodzimy ich zbieżności. Pier-
wszy algorytm powsta l z po la̧czenia metody Richardsona z metoda̧ Newtona, a drugi
jest nieliniowa̧ metoda̧ dekompozycji obszaru oparta̧ na abstrakcyjnym schemacie za-
proponowanym w [4]. Oba algorytmy oparte sa̧ na tej samej dekompozycji przestrzeni
dyskretnej. Różne algorytmy rozwia̧zywania zdyskretyzowanego metoda̧ mortarowa̧
liniowego problemu zosta ly opracowane w wielu pracach: zob. bibliografiȩ rozprawy
doktorskiej. Wynik tej czȩści pracy to zastosowanie techniki metody dekompozycji
obszaru do zadań mortarowych.

W drugiej czȩści rozprawy opracowalísmy nowy wariant metody mortarowej dla
liniowych eliptycznych problemów różniczkowych drugiego rzȩdu, w którym stosujemy
lokalnie w każdym podobszarze niezgodne podprzestrzenie elementu skończonego typu
Crouzeix-Raviart, tj. lokalne aproksymacje sa̧ funkcjami niecia̧g lymi. O ile nam
wiadomo nie ma żadnych wyników dotycza̧cych tego typu zagadnień. Dowodzimy
poprawności postawienia problemu dyskretnego oraz analizȩ zbieżności aproksymacji.

Skonstruowalísmy również algorytm typu addytywnej metody Schwarza, nume-
rycznego rozwia̧zywania powsta lego problemu dyskretnego. Zaprojektowany algorytm
jest prawie optymalny, tzn. ilość iteracji potrzebna do zmniejszenia normy energety-
cznej w metodzie sprzȩżonych gradientów jest proporcjonalna do (1+ log(H/h), gdzie
H jest parametrem ”grubej” dekompozycji obszaru, tzn. podzia lu Ω na podoszary Ωi,
a h = infi hi i hi jest parametrem siatki na podobszarze Ωi. Opracowanie powyższego
algorytmu i jego analiza zbieżności wymaga lo wprowadzenia i udowodnienia kilku
nowych technicznych wyników koniecznych do przezwyciȩżenia trudności wynik lych z
lokalnej niezgodności metod typu Crouzeix-Raviart.

W ostatniej czȩści rozprawy opracowalísmy kilka wariantów metody mortarowej
dla różnego typu elementów skończonych dla liniowych równań czwartego rzȩdu,
a dok ladnie dla problemu ”giȩcia” p lytki. O ile nam wiadomo nie ma żadnych
wyników dotycza̧cych tego zagadnienia. W [1] opracowano metodȩ mortarowa̧, w
której lokalnie rozważa siȩ dyskretyzacje typu spektralnego dla równania biharmoni-
cznego. W rozprawie analizujemy metody mortarowe, które lokalnie w podobszarach
używaja̧ zgodnych przestrzeni elementu skończonego typu Bogner-Fox-Schmit (ele-
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ment bi-sześcienny), typu Hsieh-Clough-Tocher (HCT) i typu zredukowanego HCT,
oraz niezgodnych przestrzeni elementu skończonego typu Adini oraz Morley. Technika
mortarowa dla równań czwartego rzȩdu nak lada na każdy wspólny bok dwóch podob-
szarów dwa warunki mortarowe typu ca lkowego, tzn. s laba̧ cia̧g lość na wspólnym
brzegu. Zależa̧ one od typu metody elementu skończonego w podobszarach. W przy-
padku metod lokalnie niezgodnych, tj. typu Adini lub Morley, w warunki mortarowe
konieczne by lo wprowadzić dodatkowo również specjalne operatory interpolacji zdefi-
niowane na odpowiednich siatkach tego boku. Udowadniamy, że tak skonstruowane
zadania dyskretne sa̧ poprawnie postawione. Ponadto udowadniamy optymalność
b lȩdu zbieżności aproksymacji.

Zaprojektowano i zanalizowano również cztery algorytmy równoleg le rozwia̧zywa-
nia powsta lych z tych dyskretyzacji liniowych uk ladów równań algebraicznych.

Dwie pierwsze metody typu addytywnej metody Schwarza (ASM) sa̧ przeznaczone
do rozwia̧zywania zagadnień przybliżonych dla metody mortarowej stosuja̧cej lokalne
podprzestrzenie elementu skończonego typu HCT i zredukowanego HCT. Metody te
sa̧ zbudowane na podobnej dekompozycji obszaru. Pierwsza jest typu strukturalnego,
tj. najpierw wszystkie niewiadome wewna̧trz podobszarów zostaja̧ wyeliminowane i
otrzymuje siȩ problem zdefiniowany na brzegach podobszarów. Druga metoda z kolei
używa specjalnej zewnȩtrznej grubej siatki co wymusza wprowadzenie specjalnego
operatora przej́scia z tej siatki na lokalne drobne siatki. Mimo tego druga metoda
wydaje siȩ  latwiejsza w implementacji od metody pierwszej.

Trzecia metoda typu Neumanna-Neumanna przeznaczona jest do rozwia̧zywania
zagadnień dyskretnych dla wszystkich wariantów metody mortarowej z lokalnie zgod-
nymi podprzestrzeniami elementu skończonego. Musimu tu dodatkowo za lożyć spec-
jalny typ dekompozycji typu ”szachownica”. Metoda ta oparta jest na abstrak-
cyjnym schemacie konstrukcji metod typu Neumanna-Neumanna zaproponowanym
w [5]. Ponieważ schemat ten jest dosyć ogólny, analiza tej metody by la stosunkowo
prosta, ale implementacja i stosowanie w praktyce wydaje siȩ bardziej skomplikowane
niż dwóch wcześniej wspomnianych metod.

Ostatnia metoda jest analogiczna do pierwszej ale jest przeznaczona do roz-
wia̧zywania problemu dyskretnego dla metody mortarowej z lokalnym podprzestrze-
niami niezgodnej metody elementu skończonego typu Adini. Wyróżniamy ten przy-
padek ponieważ jego analiza wymaga wprowadzenia szeregu dodatkowych tech-
nicznych wyników i narzȩdzi koniecznych do przezwyciȩżenia trudności wynik lych z
niezgodności lokalnych podprzestrzeni.

Wszystkie cztery metody sa̧ prawie optymalne, tzn. ilość iteracji potrzebna do
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zmniejszenia normy energetycznej w metodzie sprzȩżonych gradientów jest propor-
cjonalna do (1 + log(H/h), gdzie H jest parametrem ”grubej” dekompozycji obszaru,
tzn. podzia lu Ω na podoszary Ωi, a h = infi hi i hi jest parametrem siatki na podob-
szarze Ωi.

Czȩść wyników pracy zosta la opublikowana, zob. [6] i [7].
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