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Eliptyczne rownania rézniczkowe czastkowe odgrywaja istotna role w modelowaniu
licznych zjawisk majacych zastosowanie w fizyce, przemysle, naukach o srodowisku,
biologii i medycynie, itp. W szczegdlnosci klasa tych rownan obejmuje monotoniczne
liniowe i nieliniowe eliptyczne réwnania rézniczkowe czastkowe.

Rozprawa doktorska poswiecona jest dwom problemom. Pierwszy to analiza zdys-
kretyzowanych eliptycznych zagadnien rézniczkowych oparta na réznych wariantach
metody mortarowej, tzn. metody dyskretyzacji na triangulacjach (siatkach) niezgod-
nych. Drugi problem to konstrukcja i analiza zbieznosci algorytméw rownoleglych
rozwiazywania powstalych probleméw dyskretnych.

Ze wzgledu na praktyczne zastosowania, istnieje duze zapotrzebowanie na kon-
strukcje, analize i implementacje efektywnych algorytméw rownolegltych umozliwiaja-
cych obliczanie przyblizonych rozwiazan tych zagadnien. Algorytmy réwnolegle ba-
zuja na podziale duzego, np. ze wzgledu na ilo$¢ niewiadomych, zadania na mniejsze,
ktéore moga by¢ rozwiazane réwnolegle, niezaleznie od siebie.

Warto podkresli¢, ze w wyniku dyskretyzacji powyzszych zagadnien powstaja
wielkie uktady liniowych lub nieliniowych réwnan algebraicznych, co prawda o macie-
rzach rozrzedzonych (w przypadku liniowym) ale o bardzo duzym wskaZniku uwarunk-
owania, ktorych rozwiazanie wymaga duzej mocy obliczeniowej (superkomputeréw) i
szybkich, efektywnych algorytméw. Analiza metod rozwiazywania takich probleméw
wymaga doglebnej wiedzy ze wspoélczesnej teorii rownan rézniczkowych oraz teorii
analizy numerycznej, jak tez specjalistycznej wiedzy dla optymalizacji implemen-
towanych algorytméw na komputery duzej mocy (wektorowe i réwnolegle). Aby w
peli wykorzysta¢ mozliwosci maszyn cyfrowych o najwiekszej mocy, ktorymi obecnie



sa komputery masywnie réwnolegle, potrzebne sa wyrafinowane algorytmy o bardzo
duzym stopniu zréwnoleglenia (prawo Amdahla - Ware’a).

Klasa bardzo efektywnych dla maszyn réwnoleglych algorytméw numerycznego
rozwiazywania zdyskretyzowanych rownan rézniczkowych jest metoda dekompozycji
obszaru, a zwlaszcza addytywna metoda Schwarza (ASM).

Wigkszo$¢ metod dyskretyzacji réwnan rézniczkowych czastkowych uzywa trian-
gulacji (siatek), ktore sg definiowane najpierw na calym obszarze, a nastepnie dzielone
na triangulacje lokalne. W wielu przypadkach dogodniej jest rozwazaé¢ metody,
ktore uzywaja triangulacji zdefiniowanych lokalnie w podobszarach. Takie podejscie
umozliwia np. dokonywanie lokalnych adaptacyjnych zmian kilku lokalnych triangu-
lacji bez koniecznosci zmieniania pozostalych i prowadzi do tzw. triangulacji niezgod-
nych, na wszystkich podobszarach rézne triangulacje. Daje to mozliwos¢ stosowania
roznych metod w réznych podobszarach np. metody Fouriera, metody spektralnej,
metody elementu skonczonego i innych.
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Rysunek 1: Nie zgodne siatki na krawedzi I'y;.

Konieczne jest jednak nalozenia warunkow zgodnosci na przecieciach brzegow
podobszarow, aby zapewni¢ zbieznosé¢ dyskretyzacji. W tym celu wprowadza sie staba
ciaglos¢ sladéw funkcji z przestrzeni dyskretnej. Jedna z mozliwosci jest nalozenie
warunku ciagtosci dyskretnych rozwiazan w pewnych wybranych punktach na brze-
gach podobszarow. Prowadzi to jednak do nieoptymalnych oszacowan btedu aproksy-
macji metody. Inna mozliwoscia stosowana w praktycznych obliczeniach jest nalozenie
pewnych warunkow zgodnosci typu catkowego, ktore gwarantuja zbieznosé optymalna.

W ostatnich latach opracowano nowa klase metod dekompozycji obszaru: tzw.
metode mortarowa, w ktérej wykorzystuje sie podejscie catkowe dla ciaglosci na



przecieciach podobszaréw. Zostala ona zaproponowana przez szkole francuska okoto
dziesieciu lat temu, zob. [2]. Sa dwa warianty metody mortarowej geometrycznie
zgodny i geometrycznie niezgodny. W pierwszym wariancie obszar dzielony jest na
kilka roztacznych podobszaréw, ktére sa wielokatami, Q = Un_, Qx, w taki sposob, ze
przeciecie domknie¢ dwoch réznych podobszaréw jest zbiorem pustym, ich wspdlna
krawedzia lub wierzchotkiem. Wtedy dokonujemy wyboru jednej ze stron wspolnej
krawedzi 'y = 0 N 9 odpowiadajacej jednemu z podobszaréw jako mortarowe;
Ym,k 1 drugiej jako nie-mortarowej d,,;, por. Rysunki[l]i[2l W geometrycznie niez-
godnym wariancie metody mortarowej zaktada sie tylko, ze istnieje dekompozycja
= U, 00\ 02 = U, gdzie 4, sa rozlacznymi krawedziami podobszaréw.
Inaczej méwiac, podobszary €); nie musza mie¢ wspolnych wierzchotkow.

Rysunek 2: Dwa mozliwe wybory stron mortarowych.

Nastepnie w kazdym obszarze dyskretyzujemy problem rézniczkowy. W réznych
podobszarach mozemy uzy¢ réznych metod dyskretyzacji np. metody elementu
skoniczonego albo metod spektralnych. W rozprawie doktorskiej sa rozwazane tylko
rozne warianty metody elementu skonczonego. Nastepnie metoda mortarowa wymaga,
aby slad (lub élady dla réwnan czwartego rzedu) przyblizonego rozwiazania na dwéch
sasiadujacych podobszarach mial ten sam rzut na pewna specjalna podprzestrzen
(lub podprzestrzenie dla réwnan czwartego rzedu) funkeji zdefiniowanych na ich
wspOlnym brzegu, zwiazana z nie-mortarowa siatka zdefiniowana na tej krawedzi,
por. Rysunek [ Warunek ten jest duzo stabszy niz warunek stosowany w zgodnych
wariantach metody elementu skoriczonego, w ktérych wymaga sie réwnosci przy-
blizonych rozwiazan z dwéch sasiadujacych podobszaréw na ich wspdlnym brzegu.
Tak wiec metody mortarowe zapewniaja maksymalnie duzo swobody w tworzeniu
roznych dyskretyzacji, a rownoczes$nie zachowuja lokalnosé przestrzeni dyskretnych co
utatwia tworzenie efektywnych algorytméw réownoleglych wyznaczania przyblizonych
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rozwiazan wyjsciowych probleméw rézniczkowych.

Cel pracy.

Celem rozprawy doktorskiej jest

e Dyskretyzacja eliptycznych réwnan rézniczkowych czastkowych drugiego oraz
czwartego rzedu na triangulacjach niezgodnych przy pomocy réznych wariantow
metod mortarowych zastosowanych do réznego typu dyskretyzacji metody ele-
mentu skonczonego. Nastepnie przeprowadzenie analizy poprawnosci i zbiez-
nosci powstatych zadan dyskretnych oraz udowodnienie optymalnej zbieznosci
stosowanych dyskretyzacji.

e Konstrukcja, analiza i implementacja komputerowa metod numerycznych roz-
wiazywania liniowych i nieliniowych ukladéw rownan algebraicznych powstatych
z dyskretyzacji powyzszymi wariantami metody mortarowej. Implementacja
rozwazanych metod oparta jest na algorytmach réwnolegtych nalezacych do
klasy metod dekompozycji obszaru.

Wiyniki pracy.

W rozprawie doktorskiej udowodniono oszacowania btedéw aproksymacji dla réznych
wariantéw metody mortarowej zastosowanych dla réznego typu zgodnych i niez-
godnych metod elementu skonczonego dla pewnych nieliniowych i liniowych elipty-
cznych rownan rozniczkowych czastkowych drugiego rzedu i dla niektorych liniowych
probleméw czwartego rzedu. SkonstruowaliSmy réwniez i przeprowadziliémy analize
kilku wspétbieznych (réwnolegtych) algorytméw rozwiazywania probleméw dyskret-
nych powstalych z powyzszych dyskretyzacji metoda mortarowa. W pracy zawarte
sa tez wyniki eksperymentéw numerycznych, ktére potwierdzily niektore wyniki teo-
retyczne z dwéch pierwszych czesci rozprawy doktorskiej. Niektore wyniki rozprawy
doktorskiej mozna znalezé w [0] i [7].

W pierwszej czesci rozprawy analizujemy zgodny wariant metody mortarowej, w
ktorym lokalnie stosujemy zgodne ciagle, kawatkami liniowe funkcje dla quasiliniowych
monotonicznych problemoéw eliptycznych drugiego rzedu. O ile nam wiadomo nie ma
zadnych wynikéw dotyczacych tego zagadnienia. Udowadniamy istnienie i jednoz-
nacznos¢ przyblizonych rozwiazan oraz oszacowanie btedu aproksymacji, ktore jest
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optymalne. W [3] zostaly pokazane analogiczne wyniki ale dla eliptycznych réwnan
liniowych drugiego rzedu.

Pokazujemy réwniez, jak rozszerzy¢ i zastosowaé¢ powyzsze metody na bardziej
ogdlna klase probleméw, tzn. na pewne réwnania rézniczkowe czastkowe z silnymi
nieliniowosciami poprzez specjalne techniki tzw. obcinania (truncation method).

Dalej projektujemy dwa algorytmy rozwiazywania uktadu nieliniowych réwnan
algebraicznych powstatlych z takiej dyskretyzacji i dowodzimy ich zbieznosci. Pier-
wszy algorytm powstal z polaczenia metody Richardsona z metoda Newtona, a drugi
jest nieliniowa metoda dekompozycji obszaru oparta na abstrakcyjnym schemacie za-
proponowanym w [4]. Oba algorytmy oparte sa na tej samej dekompozycji przestrzeni
dyskretnej. Roézne algorytmy rozwiazywania zdyskretyzowanego metoda mortarowa
lintowego problemu zostaly opracowane w wielu pracach: zob. bibliografie rozprawy
doktorskiej. Wynik tej czesci pracy to zastosowanie techniki metody dekompozycji
obszaru do zadan mortarowych.

W drugiej czesci rozprawy opracowaliémy nowy wariant metody mortarowej dla
liniowych eliptycznych problemoéw rézniczkowych drugiego rzedu, w ktérym stosujemy
lokalnie w kazdym podobszarze niezgodne podprzestrzenie elementu skonczonego typu
Crouzeix-Raviart, tj. lokalne aproksymacje sa funkcjami nieciaggtymi. O ile nam
wiadomo nie ma zadnych wynikéw dotyczacych tego typu zagadnien. Dowodzimy
poprawnosci postawienia problemu dyskretnego oraz analize zbieznosci aproksymacji.

Skonstruowaliémy rowniez algorytm typu addytywnej metody Schwarza, nume-
rycznego rozwiazywania powstatego problemu dyskretnego. Zaprojektowany algorytm
jest prawie optymalny, tzn. ilo$¢ iteracji potrzebna do zmniejszenia normy energety-
cznej w metodzie sprzezonych gradientéw jest proporcjonalna do (1 +log(H/h), gdzie
H jest parametrem " grubej” dekompozycji obszaru, tzn. podziatu €2 na podoszary 2;,
a h = inf; h; i h; jest parametrem siatki na podobszarze €2;. Opracowanie powyzszego
algorytmu i jego analiza zbieznosci wymagalo wprowadzenia i udowodnienia kilku
nowych technicznych wynikéw koniecznych do przezwyciezenia trudnosci wyniktych z
lokalnej niezgodnosci metod typu Crouzeix-Raviart.

W ostatniej czesci rozprawy opracowalismy kilka wariantéw metody mortarowe;j
dla réznego typu elementéw skonczonych dla liniowych réwnan czwartego rzedu,
a doktadnie dla problemu "giecia” plytki. O ile nam wiadomo nie ma zadnych
wynikow dotyczacych tego zagadnienia. W [I] opracowano metod¢ mortarowa, w
ktérej lokalnie rozwaza sie dyskretyzacje typu spektralnego dla réwnania biharmoni-
cznego. W rozprawie analizujemy metody mortarowe, ktére lokalnie w podobszarach
uzywaja zgodnych przestrzeni elementu skonczonego typu Bogner-Fox-Schmit (ele-



ment bi-szescienny), typu Hsieh-Clough-Tocher (HCT) i typu zredukowanego HCT,
oraz niezgodnych przestrzeni elementu skonczonego typu Adini oraz Morley. Technika
mortarowa dla rownan czwartego rzedu naktada na kazdy wspdélny bok dwéch podob-
szaréw dwa warunki mortarowe typu catkowego, tzn. slaba ciaglos¢ na wspdlnym
brzegu. Zaleza one od typu metody elementu skoriczonego w podobszarach. W przy-
padku metod lokalnie niezgodnych, tj. typu Adini lub Morley, w warunki mortarowe
konieczne byto wprowadzi¢ dodatkowo réwniez specjalne operatory interpolacji zdefi-
niowane na odpowiednich siatkach tego boku. Udowadniamy, ze tak skonstruowane
zadania dyskretne sa poprawnie postawione. Ponadto udowadniamy optymalnosé
bledu zbieznosci aproksymac;ji.

Zaprojektowano i zanalizowano rowniez cztery algorytmy réwnolegte rozwiazywa-
nia powstatych z tych dyskretyzacji liniowych ukladéw réownan algebraicznych.

Dwie pierwsze metody typu addytywnej metody Schwarza (ASM) sa przeznaczone
do rozwiazywania zagadnien przyblizonych dla metody mortarowej stosujacej lokalne
podprzestrzenie elementu skonczonego typu HCT i zredukowanego HCT. Metody te
sa zbudowane na podobnej dekompozycji obszaru. Pierwsza jest typu strukturalnego,
tj. najpierw wszystkie niewiadome wewnatrz podobszaréw zostaja wyeliminowane i
otrzymuje sie problem zdefiniowany na brzegach podobszaréw. Druga metoda z kolei
uzywa specjalnej zewnetrznej grubej siatki co wymusza wprowadzenie specjalnego
operatora przejscia z tej siatki na lokalne drobne siatki. Mimo tego druga metoda
wydaje sie tatwiejsza w implementacji od metody pierwszej.

Trzecia metoda typu Neumanna-Neumanna przeznaczona jest do rozwiazywania
zagadnien dyskretnych dla wszystkich wariantow metody mortarowej z lokalnie zgod-
nymi podprzestrzeniami elementu skonczonego. Musimu tu dodatkowo zatozyé¢ spec-
jalny typ dekompozycji typu ”"szachownica”. Metoda ta oparta jest na abstrak-
cyjnym schemacie konstrukcji metod typu Neumanna-Neumanna zaproponowanym
w [0]. Poniewaz schemat ten jest dosy¢ ogélny, analiza tej metody byla stosunkowo
prosta, ale implementacja i stosowanie w praktyce wydaje sie bardziej skomplikowane
niz dwéch wezesniej wspomnianych metod.

Ostatnia metoda jest analogiczna do pierwszej ale jest przeznaczona do roz-
wiazywania problemu dyskretnego dla metody mortarowej z lokalnym podprzestrze-
niami niezgodnej metody elementu skoriczonego typu Adini. Wyrézniamy ten przy-
padek poniewaz jego analiza wymaga wprowadzenia szeregu dodatkowych tech-
nicznych wynikéw i narzedzi koniecznych do przezwycigzenia trudnosci wyniktych z
niezgodnosci lokalnych podprzestrzeni.

Wszystkie cztery metody sa prawie optymalne, tzn. ilos¢ iteracji potrzebna do



zmniejszenia normy energetycznej w metodzie sprzezonych gradientéw jest propor-
cjonalna do (1+1log(H/h), gdzie H jest parametrem ”grubej” dekompozycji obszaru,
tzn. podziatu €2 na podoszary €2;, a h = inf; h; i h; jest parametrem siatki na podob-
szarze €);.

Czesé wynikéw pracy zostala opublikowana, zob. [6] i [7].
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