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Nota autora

Niniejszy skrypt zostatl napisany z mysla o studentach pierwszego roku in-
formatyki na Wydziale Matematyki, Informatyki © Mechaniki Uniwersytetu
Warszawskiego, uczeszczajacych na semestralny wyktad pt. “Geometria z
algebra liniowa”. Skrypt powstawal réwnolegle z prowadzonym wyktadem, a
stad zawiera tresci przekazywane na wyktadzie i praktycznie tylko te tresci.
Powinien wiec, i takie bylo moje zamierzenie, stanowi¢ dla studentéw pod-
stawowy przewodnik po w/w wykladzie.

Skrypt ma swoja historie. W swoim czasie prof. Andrzej Kietbasini-
ski prowadzil na tym samym wydziale i takze dla studentéw informatyki
wyklad pt. “Algebra liniowa i jej metody obliczeniowe”. Pozostalo$cia po
tym wykladzie sa, m.in., obszerne odreczne notatki prowadzacego. Notatki
te wydaly mi sie (i nie tylko mi) na tyle cenne, ze staly sie podstawa do przy-
gotowania biezacego wyktadu. Poniewaz, w wyniku reformy studiéw, wyklad
zostal ograniczony do jednego semestru, material musial by¢ z koniecznosci
mocno skrécony. Jednak duch wyktadu i w szczegdlnosci oryginalna notacja
wprowadzona przez prof. Kielbasinskiego pozostaly, mam nadzieje, niezmie-
nione.

Skrypt ma dynamiczny charakter i jest na biezaco poprawiany i modyfi-
kowany.

Leszek Plaskota
Warszawa, styczen 2009
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Rozdzial 1

Grupy 1 ciala, liczby zespolone

Dla ustalenia uwagi, bedziemy uzywac nastepujacych oznaczen:
N =1{1,2,3,...} - liczby naturalne,
Z={0,£1,42,...} - liczby calkowite,
W = { “:meZdne N} - liczby wymierne,
R = W - liczby rzeczywiste,
C={(a,b): a,b € R} - liczby zespolone.

Dwuargumentowym dziataniem wewnetrznym ‘o’ w zbiorze X nazywamy
dowolna funkcje z iloczynu kartezjanskiego X x X w X. Wynik takiego
dzialania na parze (z,y) bedziemy oznaczaé przez x o y.

1.1 Podstawowe struktury algebraiczne

Zaczniemy od przedstawienia abstrakcyjnych definicji grupy i ciala.

1.1.1 Grupa

Definicja 1.1 Zbior (niepusty) G wraz z wewnetrznym dziataniem dwuargu-
mentowym ‘o jest grupa jesli spetnione sq nastepujace warunki (aksjomaty
grupy):
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(i) Ya,b,c € G (aob)oc=ao(boc)
(taczno$é dzialania)

(it) e € GVa e G aoce=a=¢eoa
(istnienie elementu neutralnego)

(1)) YVa € G 3a' € G aod =e=d oa
(istnienie elementow przeciwnych/odwrotnych)

Jesli ponadto
(iv) Ya,be G aob=boa

to grupe nazywamy przemienna (lub abelowa).

Grupe bedziemy oznaczaé przez {G,o}.

Zauwazmy, ze juz z aksjomatéw grupy wynika, iz element neutralny jest
wyznaczony jednoznacznie. Rzeczywiscie, zalézmy, ze istnieja dwa elementy
neutralne, e; i es. Wtedy, z warunku (ii) wynika, ze e; = e; 0 e5 = es.
Podobnie, istnieje tylko jeden element odwrotny dla kazdego a € G. Jesli
bowiem istniatyby dwa odwrotne, @} i a}, to mieliby$Smy

ay=eod; = (ayoa)oa; =ayo(aocdy)=ayoe=daj,
przy czym skorzystaliémy kolejno z wlasnosci (ii), (iii), (i) i ponownie (iii) i
(ii).

Latwo tez pokazaé, ze w grupie {G, o} réwnania
aoxr=>0 oraz yoc=d

dla a,b,c,d € G maja jednoznaczne rozwiazania. W uzasadnieniu, ograni-
czymy sie tylko do pierwszego réwnania. Latwo sprawdzié, ze x = a’ o b jest
rozwiazaniem. Z drugiej strony, jesli x jest rozwiazaniem to a’o(aox) = a’ob,
czylix =a' ob.

Przykladami grup sa:

e {Z,+}, gdzie elementem neutralnym jest e = 0, a elementem przeciw-
nym do a’ do a jest —a.

o {W\ {0},*}, gdzie e =1 ad =a"?! jest odwrotnoscia a.
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e Grupa obrotow plaszczyzny wokdét poczatku uktadu wspoélrzednych,
gdzie elementem neutralnym jest obrét o kat zerowy, a elementem od-
wrotnym do obrotu o kat « jest obrét o kat —a.

Zwréémy uwage na istotnosé wyjecia zera w drugim przykladzie. Poniewaz
0 nie ma elementu odwrotnego, {W, %} nie jest grupa. Nie sa tez grupami
np. {N,*} (nie ma elementéw odwrotnych) oraz {R,—} (nie ma lacznosci
oraz elementu neutralnego).

1.1.2 Cialo

Definicja 1.2 Cialem (a $cislej, cialem przemiennym) nazywamy (co naj-
mniej dwuelementowy) zbior K z dwoma dwuargumentowymi dziataniami we-
wnetrznymi, dodawaniem ‘+’ i mnozeniem “’, spelniajace nastepujace wa-
runki (aksjomaty ciala):

(1) {K,+} jest grupa przemienna (w ktdrej element neutralny oznaczamy
przez 0, a element przeciwny do a przez —a),

(1) {K\ {0}, x} jest grupa przemienng (w ktorej element neutralny ozna-
czamy przez 1, a odwrotny do a przez a™*'),

(iii) Ya,b,c e K ax*(b+c)=axb+axc
(mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania).

Bezposrednio z definicji ciata mozna pokazac¢ nastepujace ogdlne wlasnosci
(uzasadnienie pozostawiamy jako proste ¢wiczenie):

1. 0#£1,

2.VaeK 0O0xa=0=ax0,

3. Vae K (—1)%a= —a,

4. jesliaxb=0toa=01ub b =0,

5. jeslia#0ib#0to (axb)™ P =b"txal,

IPrzyjmujemy konwencje, ze w wyrazeniach w ktérych wystepuja i dodawania i
mnozenia najpierw wykonujemy mnozenia.
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dla dowolnych a,b € K.
W ciele mozemy formalnie zdefiniowaé¢ odejmowanie i dzielenie, mianowi-
cie

a—b = a+ (-b) Va,b € K,
a/b = axb’! Vae K,be K\ {0}.

Przykiladem ciala sa liczby rzeczywiste R z naturalnymi dzialaniami do-
dawania i mnozenia. Cialem jest tez zbior liczb

{a+D0V2: a,be W} CR

z tymi samymi dziataniami.

1.2 Cialo liczb zespolonych

Waznym przykiadem ciala jest cialo liczb zespolonych, ktéremu poswiecimy
ta czes¢ wykladu.

1.2.1 Definicja

Definicja 1.3 Cialo liczb zespolonych to zbior par uporzadkowanych
C=RxR={(aq,b): a,b R}
z dziataniami dodawania © mnozenia zdefiniowanymsi jako:

(@h) +(ed) = (a+eb+d),
(a,b) x (¢,d) = (axc—bxd,axd+bxc),

dla dowolnych a,b,c,d € R. ?

Formalne sprawdzenie, ze C ze zdefiniowanymi dzialaniami jest ciatlem
pozostawiamy czytelnikowi. Tu zauwazymy tylko, ze elementem neutralnym

2Zauwazmy, ze znaki dodawania i mnozenia wystepuja tu w dwéch znaczeniach, jako
dzialania na liczbach rzeczywistych oraz jako dzialania na liczbach zespolonych. Z kon-
tekstu zawsze wiadomo w jakim znaczeniu te dzialania sa uzyte.
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dodawania jest (0,0), a mnozenia (1,0). Elementem przeciwnym do (a,b)
jest —(a,b) = (—a, —b), a odwrotnym do (a,b) # (0,0) jest

1 a —b
(a,0)7" = (a2+b2’a2+b2) '

Zdefiniujemy mnozenie liczby zespolonej przez rzeczywista w nastepujacy
(naturalny) sposéb. Niech z = (a,b) € Cic € R. Wtedy

cx* (a,b) = (a,b) xc= (cxa,cx*b).
Przyjmujac ta konwencje, mamy
(a,b) =ax*(1,0)+bx*(0,1).

W koricu, utozsamiajac liczbe zespolona (a,0) z liczba rzeczywista a, oraz
wprowadzajac dodatkowo oznaczenie

1= (0,1)

otrzymujemy
(a,b) =a+1xb. (1.1)

a = Rz nazywa sie czescia rzeczywista, a b = Sz czesciq urojonqg liczby ze-
spolonej. Sama liczbe zespolona ¢ nazywamy jednostkq urojonq. Zauwazmy,
ze

2 _ —

1© = (—1,0) = —1.

1.2.2 Postaé¢ trygonometryczna

Posta¢ (1.1) jest najbardziej rozpowszechniona. Czesto wygodnie jest uzy¢
rowniez postaci trygonometrycznej, ktéra jest konsekwencja interpretacji
liczby zespolonej (a,b) jako punktu na plaszczyZnie (tzw. plaszczyznie ze-
spolonej) o wspohrzednych a i b. Dokladniej, przyjmujac

|z| := Va?+ b?

oraz kat ¢ tak, ze
b a
_|7 CcOos ¢ = T

sing = ¥

|z
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otrzymujemy
z = |z|(cos ¢ + 1sin ¢). (1.2)

Jest to wlasnie postaé trygonometryczna. Liczbe rzeczywista |z| nazywamy
modutem liczby zespolonej z, a ¢ jej argumentem, ¢ = argz.

Jesli z # 0 i zalozymy, ze ¢ € [0,27) to posta¢ trygonometryczna jest
wyznaczona jednoznacznie. Piszemy wtedy ¢ = Argz.

1.2.3 Wzo6r de Moivre’a

Niech z = |z|(cos ¢ + 2sin @), w = |w|(cos ) + 2sin?)) beda dwoma liczbami
zespolonymi. Wtedy

wxz = |wl||z] ((cos¢cos) — sin@sini)) + 1(sin ¢ cos ) + sin ) cos ¢))
= [wl[z[ (cos(¢ + ) +2sin(¢ + ),

a stad
lw * z| = |wl|z] oraz arg(w * z) = argw + argz.

Wiagnie w tych réwnosciach przejawia sie wygoda postaci trygonometryczne;j.
W szczegdlnosci mamy bowiem z? = |z]?(cos 2¢ + 1sin 2¢) i postepujac dalej
indukcyjnie otrzymujemy wzor de Moivre’a. Mianowicie, dla dowolnej liczby
zespolonej z w postaci trygonometrycznej (1.2) mamy

2" = |z|"(cos(n¢) + vsin(ng)), n=0,12,... (1.3)

Latwo zauwazy¢, ze wzoér (1.3) jest prawdziwy rowniez dlan = —1, a stad
dla wszystkich catkowitych n. Przyjmujac za z'/
rownania w" = z, mianowicie

S/n _ ’Z|1/” (cos(¢/n) + usin(¢p/n)),

gdzie ¢ = Argz, uogdlniamy (1.3) dla wszystkich wyktadnikéw wymiernych.
Stosujac dalej argument z przejéciem granicznym (kazda liczba rzeczywi-
sta jest granica ciagu liczb wymiernych) otrzymujemy w koncu nastepujacy
uogolniony wzér de Moivre’a:

szczegblne rozwiazanie

Vae R 2% =|z|"(cos(ag) + 1sin(ag)) .
Prostym wnioskiem z ostatniego wzoru jest réwnanie

z = |z] * w?,
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gdzie w = cosl 4+ sinl = 0,540302... + 2 % 0,84147... € C. Jest to
uogdlnienie na przypadek liczb zespolonych wzoru x = |x| % sgn(x) znanego
z przypadku liczb rzeczywistych.

1.2.4 Pierwiastki z jedynki

Rozpatrzmy rozwiazania réwnania
2" =1

dla dowolnej naturalej n. W dziedzinie rzeczywistej pierwiastkiem jest 1
jesli n jest nieparzyste, albo 1 i (—1) jesli n jest parzyste. W dziedzi-
nie zespolonej mamy zawsze n pierwiastkow. Rzeczywiscie, poniewaz 1 =
cos(2km) + 2sin(2km), ze wzoru de Moivre’a dostajemy, ze wszyskie pier-
wiastki wyrazaja sie wzorami

2k 2k
zk::cos(—w)—l—zsin(—?r), k=0,1,2,...,n—1.

n n

Zauwazmy, ze z; leza na okregu jednostkowym plaszczyzny zespolonej. Zbior
G ={z: k=0,1,...,n — 1} ze zwyklym mnozeniem liczb zespolonych
tworzy grupe z elementem neutralnym zo = 1.

1.2.5 Sprzezenie

Liczbe sprzezong do z = a + 1b definiujemy jako
Z:=a —1b.

Zauwazmy, ze z = z oraz z * zZ = |z|%. Mamy tez

z+z zZ—Z

5 =Rz i 5

I jeszeze jedna wazna wlasnos$é sprzezenia. Jesli o € {+, —, %, /} to

= Gz.

WOZ=WOZ.

Stosujac indukcje, mozna ten wzor uogélni¢ w nastepujacy sposob. Jesli
f(ur,ug, ..., us) jest wyrazeniem arytmetycznym, gdzie u; sa stalymi lub
zmiennymi zespolonymi, to

f<u1;u27"'7u8) = f(ﬂ17ﬂ27"';us)'
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1.3 Wielomiany

Definicja 1.4 Wielomianem p nad ciatem K nazywamy funkcje zmiennej z
o wartosciach w ciele K dang wzorem

p(z) == Zajzj =ay+amz+ -+ a,2",
=0

gdzie a; € K, 0 < j <n, a, #0, sg wspélczynnikami wielomianu. Liczbe n
nazywamy stopniem wielomianu i oznaczamy

n = degp.

(Przyjmujemy przy tym, ze deg0 = —o0.)

1.3.1 Algorytm Hornera
Kazdy wielomian p(z) = Y, _, a;2z" stopnia n > 1 o wspélezynnikach zespo-

lonych mozna podzieli¢ przez dwumian z — £ otrzymujac

p(2) = q(2)(z = &) +n,

gdzie degq =n — 1, a n € C. Dodatkowo, jesli p ma wspdlczynniki rzeczy-
wiste i £ € R, to ¢ ma réwniez wspolczynniki rzeczywiste i n € R.

lloraz q oraz reszte n z dzielenia mozna otrzymac stosujac algorytm Hor-
nera:

{ by = ay;
for k :=n —1downto 0 do by := ap + & * bgyq;

}

Wtedy q(z) = >, bpz"! oraz reszta n = by.

1.3.2 Zasadnicze twierdzenie algebry

Dla wielomianéw zespolonych prawdziwe jest nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 1.1  (ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY)
Kazdy wielomian zespolony p stopnia co najmniej pierwszego ma pierwiastek
zespolony, tzn. réwnanie p(z) = 0 ma rozwigzanie.
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Twierdzenie 1.1 méwi, ze liczby zespolone C sa cialem algebraicznie do-
mknietym. (Przypomnijmy, ze liczby rzeczywiste R nie sa algebraicznie do-
mkniete, bo np. réwnanie z° + 1 = 0 nie ma rozwiazan w R.)

Konsekwencja algebraicznej domknietosci C jest faktoryzacja (rozktad)
wielomianu zespolonego na czynniki pierwszego stopnia. Dokladniej, sto-
sujac n-krotnie zasadnicze twierdzenie algebry oraz fakt, ze jesli £ jest pier-

wiastkiem wielomianu p to reszta z dzielenia p przez (- — &) jest zerowa,
otrzymujemy rozktad
p(z) :an(2_21>(2_22)"'(2_zn)7 (14)

gdzie z;, 1 < j < n, sa pierwiastkami p. Zakladajac, Ze tylko m pierwiastkow
jest parami réznych (1 < m < n), mozemy réwnowaznie napisac, ze

p(2) = an(z —uy)™ (2 —ug)*? -+ - (2 — up)*™,

gdzie w; # u; o ile i # j, oraz 27:1 s; = n. Przy tym zapisie, s; nazywamy
krotnosciq pierwiastka u;.

Zatézmy teraz, ze wspoélczynniki wielomianu p sa rzeczywiste, a; € R,
0 < j < n. Zalézmy tez, ze p(§) =01 & ¢ R. Wtedy € # € i

n

PO =3 wf =3 amg =3 a8 =0=0,
4=0 7=

Jj=0

tzn. jesli € jest pierwiastkiem to takze liczba sprzezona € jest pierwiastkiem;
obie wystepuja w rozwinieciu (1.4). Ale

(z=8(z—-8 =22 -2+ + & =22 —22RE+ ¢

jest tréjmianem kwadratowym o wspétczynnikach rzeczywistych. Stad wnio-
sek, ze wielomian rzeczywisty daje sie rozlozy¢ na iloczyn czynnikéw stopnia
co najwyzej drugiego.
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Rozdzial 2

Macierze liczbowe

2.1 Podstawowe definicje

Macierzq (nad ciatem K) nazywamy tablice prostokatna

ay1 Q12 ... Qin

Q21 Q22 ... Q2p
A= . . :

Ami1 Am2 .. Omn

gdzie a,; € K, 1 <i<m, 1 <j <n. Bedziemy méwi¢, ze A jest macierza
formatu m xn, tzn. macierza o m wierszach i n kolumnach. Zbiér wszystkich
takich macierzy oznaczamy przez K™".

2.1.1 Macierze szczegdlnych formatow

e 1 xn Macierze kwadratowe K™™.

e m x 1 Macierze jednokolumnowe nazywane wektorams.
Zbiér wektoréw oznaczamy przez K™ = K™,

13
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e 1 xn Macierze jednowierszowe nazywane funkcjonatams.
Zbiér funkcjonaléw oznaczamy przez K'™ = K" (albo K1),

KnT SA= (CLLJ‘) = (3:T = dT = (aj)?zl = [al, . ,an] .

e 1 x1 Macierze jednoelementowe, utozsamiane z K, tzn. Kb = K.

2.1.2 Podzial blokowy

Czesto wygodnie jest przedstawi¢ macierz w postaci blokowej, ktéra w ogo-
Inosci wyglada nastepujaco:

Al,l ce Al,t
Agr ... Ay

gdzie A, € K™, 1 <p<s, 1<q<t, > m,=m, 22:1 ng = n.

Na posta¢ blokowa mozna patrzy¢ jak na macierz, ktorej elementami
sa macierze. 7 drugiej strony, macierz liczbowa mozna interpretowaé jako
macierz w postaci blokowej z blokami formatu 1 x 1.

Wazne szczegolne przypadki to podzial kolumnowy macierzy,

at,j
o - - 42,5 :
A:[a17a27"'7an]a gdZIe aj = : ) 1§j§n7

a/m 7j

oraz podzial wierszowy macierzy,

A= _ , gdzie diT = [a;1, 059, .. 0, 1<i<m.

2.2 Dzialania na macierzach

2.2.1 Podstawowe dzialania

Mozemy na macierzach wykonywaé¢ rézne dzialania. Podstawowe z nich to:
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UEK,AEKm’n — B:’LL*AGKm’n, bi,j =U* A
(mnozenie macierzy przez liczbe)

A, BeK"™ — (C=A+B¢ Km,n’ Cij = Qjj + b@j
(dodawanie macierzy)

Ae K™ — B=AT €e K™, b;; = a;; (transpozycja macierzy)
AeCmm = B=A" € K", b;; = a;; (sprzezenie hermitowskie)
AeC" = B=|Al € C™, b;; = |a;;| (modul macierzy)
W szczegdlnosci, mamy tez dla u,v €e K C C, A, B € C"™",
(ux A+ v« B)" =ux AT + 75« BH,
(AT)" = A= (4"

Zauwazmy, ze macierze formatu m x n z dzialaniem dodawania sa grupa
przemienna, przy czym elementem neutralnym jest macierz zerowa (gdzie
a;; = 0Vi,7), a przeciwng do (a; ;) jest macierz (—a; ;).

Jesli macierze dane sa w postaci blokowej (2.1) to:

B=uxA = Byg=uxAy,
C=A+B = Cp,=A4,,+ B4

B=A" — B,, = Agp
B=A" — B,,=All
2.2.2 Mnozenie macierzy
Jesli A€ K™'i B € K™ to
C=AxBecKm™,

gdzie
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Zauwazmy, ze mnozenie A x B jest wykonalne wtedy i tylko wtedy gdy
liczba kolumn macierzy A jest rowna liczbie wierszy macierzy B. Jesli A jest
w postaci wierszowej, a B kolumnowej,

ay
A= ) B:|:b17"'7bl]7
iy,
to Cij = &lT * gj VZ,_]

Podstawowe wlasnosci mnozenia macierzy sa nastepujace. (Zakladamy,

ze macierze sa odpowiednich formatéw tak, ze dziatania sa wykonalne.)

(A+B)«C=AxC+ Bx(C
Cx(A+B)=C+xA+CxB

(rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania)
ux (AxB)=(uxA)xB=Ax(uxB)=(A*B)xu (u€K)
(AxB)+«C =Ax(B*(C) (laczno$¢ mnozenia)

Dowody tych wlasnosci polegaja na zwyklym sprawdzeniu. Dlatego, dla
przyktadu, pokazemy tu jedynie taczno$é¢. Niech macierze A, B, C' beda odpo-
wiednio formatéw m x k, kx 1, [ xn. (Zauwazmy, ze tylko wtedy odpowiednie
mnozenia sa wykonalne.) Mamy

! ! k
((Ax B) C)i’j = Z(A * B)isCsj = Z (Z ambt,s) Csj

s=1 s=1 t=1
k ! k

= Y iy bucey = Y ai(BxC)yy
t=1 s=1 t=1

= (Ax(B=xC)),;.
Mamy tez
(AxB)T = BT x AT, (A* B = B 5 A",
Rzeczywiscie,

I
((A*B)H)i’j = (A%B);; = Zaj,kbk,i

k=1
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k=1 k=1
l

2.2.3 Mnozenie macierzy w postaci blokowej

Jesli macierze sa podane w postaci blokowej to mozna je mnozy¢ ‘blok-po-
bloku’ (tak jak w przypadku blokéw 1x 1) o ile formaty odpowiednich blokéw
sa zgodne. Dokladniej, jesli A = (A;x), B = (Br;), 1 <i<m, 1<k <,
1 < j < n, oraz dla wszystkich ¢, j, k liczba kolumn bloku A;; macierzy A
jest réwna liczbie wierszy bloku By, ; macierzy B to iloczyn

C:A*B:(CZ‘J‘),

1<i<m, 1< 5 <n, gdzie

I
Cij = E A * By p.
k=1

Pokazemy to na przykiadzie. Niech

Ain Ag Alg Ay gll gl,Z
A= | Ay Ayy Asy Mgy |, B=| 20 2
Az Asg Aszg Asy Bi’i Bi’z
Wtedy
Cip Cip
C=|Cy Cyo |,
Cs1 Csp
gdzie

Cip = A1 *Big+Aig*Byg+ Az * By + Ay * By,
Cio = Ai1*Bio+Aig*xBog+ Ay 3% Bso+ Aj g% Byo,
Co1 = Ag1%xBi1+ Ago*x By + Agg*x By + Ags* By,
Coo = Ag1%Big+ Asg* Bog+ Asg* Bsg+ Asy* Byo,
Csn = Ag1*Biy+ Aszg* Boy + Asz*x Byy + Aza x By,
Cso = A3z1%Bio+ Azo* Byg+ Aszs* Bso+ Ass* By,
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o ile formaty blokéw A, ;i By ; sa zgodnie.
Bardzo waznym przypadkiem szczegdlnym mnozenia blokowego jest

AxB = Ax [517527"'751}

— [A*gl,A*gg,...,A*l;l].

Zwréoémy jeszeze uwage na fakt, ze jesli @ € K™ oraz be K" to
C=axb" e K™"

jest macierza formatu m x n, nazywana iloczynem wewnetrznym wektoréw.
Jesli natomiast wektory sa tych samych formatéw, a,b € K", to

c=alsb=bxacK

jest liczba, nazywana iloczynem zewnetrznym. W przypadku a, b e C" defi-
niujemy rowniez iloczyn skalarny wektorow jako liczbe zespolona

g:l;H*ELEC.

2.3 Dalsze oznaczenia

2.3.1 Macierze tréjkatne i jednostkowe

Wyréznimy nastepujace podzbiory macierzy formatu m x n (niekoniecznie
kwadratowych):

TRIU™ = {A€K™ : Vi>jay,; =0},

TRIL™" = {A e K™" . Vi <j Qi j = 0},

DIAG™" = {AeK™ : Vi#ja;=0}.
Sa to odpowiednio macierze trojkatne gorne, trojkatne dolne i diagonalne.
Zauwazmy, ze kazdy z tych podzbiorow macierzy stanowi grupe ze wzgledu

na dzialanie dodawania macierzy (sa to podgrupy {K™" +}), oraz

DIAG™"™ = TRIU™" N TRIL™".
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Poniewaz macierze diagonalne D € DIAG™" maja elementy niezerowe
jedynie na gléwnej diagonali, powiedzmy d;, 1 < i < min(m,n), bedziemy
pisac

D= dlag (dl, dQ, R 7dmin(m,n)) .
Szczegdlnie waznymi macierzami diagonalnymi sa (kwadratowe) macierze
jednostkowe
I, = diag,(1,1,...,1) e K™".
——
Jesli A € K™" to
IL,xA=A= AxI,,

co oznacza, ze I, i I, sa elementami neutralnymi mnozenia (odpowiednio
lewostronnym i prawostronnym).

2.3.2 Uklad rownan jako réwnanie macierzowe

Rozpatrzmy nastepujacy uktad réwnan:

a1 171+ aipr2 A+ -+ 1T, = b
11 + aerey + -+ agnx, = by

' . . (2.2)
Am,171 + Qm,2T2 + e+ AmnTn = bm

Moéwimy, ze jest to uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi. Liczby
a;; € K nazywamy i wspdtczynnikami ukladu, b; wyrazami wolnymi, a x; to
niewiadome.

Oznaczmy

A= (am) e K™", g: (bl) eK", o= ({L‘J) e K".

Wtedy uklad (2.2) mozemy réwnowaznie zapisa¢ po prostu jako réwnanie
macierzowe

AxZ=h.

2.4 Macierze nieosobliwe

2.4.1 Grupa macierzy nieosobliwych

W zbiorze K™" mnozenie macierzy jest dzialaniem wewnetrznym. Ponadto,
jak wczedniej zauwazyliSmy, mnozenie jest laczne, a macierz jednostkowa
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I, = diag(1l,...,1) € K™" jest elementem neutralnym mnozenia,
VAe K" AxI,=A=1,xA.

(Przypomnijmy, ze element neutralny, jesli istnieje, jest tylko jeden.) Natu-
ralnym staje sie teraz pytanie, czy istnieja elementy odwrotne. Niestety, nie
zawsze. Na przyklad, tatwo sprawdzi¢, ze (niezerowa) macierz

1 -2

-2 4
nie ma odwrotnosci (zaréwno lewostronnej jak i prawostronnej). 7 drugiej
strony, wiele macierzy niezerowych maja odwrotnosci. Na przyktad, macierze

A:{—i g} o 32{1}2 1(/]2}

stanowia pare macierzy do siebie wzajemnie odwrotnych, AxB = I, = Bx A,
tak, ze mozemy napisa¢ B = A~ i A = B~!. (Przypomnijmy, Ze element
odwrotny, jesli istnieje, jest wyznaczony jednoznacznie.)

Definicja 2.1 Macierz kwadratowa A € K™" dla ktorej istnieje macierz od-
wrotna A™1 € K™ nazywamy odwracalna albo nieosobliwa. Macierz, ktéra
nie posiada macierzy odwrotnej nazywamy osobliwa,.

Zwréémy uwage na fakt, ze pojecie macierzy (nie)osobliwej przystuguje
jedynie macierzy kwadratowe;j.

Iloczyn macierzy nieosobliwych jest macierza nieosobliwa. Rzeczywiscie,
jesli A, B € K™" to sprawdzamy bezposrednio, ze odwrotnoscia C' = A x B
jest macierz

C'=B 1A',

Stad wniosek, ze

ZBIOR MACIERZY NIEOSOBLIWYCH FORMATU n X 1 Z DZIALANIEM
MNOZENIA MACIERZY JEST GRUPA (NIEPRZEMIENNA).
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2.4.2 Warunek nieosobliwosci macierzy

Twierdzenie 2.1 Aby macierz A € K™" byla nieosobliwa potrzeba i wy-
starcza, aby dla kazdego b € K™ uktad réwnan A x ¥ = b mial jednoznaczne
rozwigzanie ¥ € K.

Dowdd. (Koniecznos’é) Jesli A jest nieosobliwa to latwo sprawdzi¢, ze
Z=A"1xb jest rozwiazaniem. Z drugiej strony, jesli ' jest rozwiazaniem,
AxZ=0bt0 A % (AxT) = AL % b, czyli T = A~' % b jest rozwiazaniem
jednoznacznym.

(Dostatecznos$é.) Uklady réwnar A*gj = €}, gdzie €} jest j-tym wersorem,

e =1[0,...,0,1,0,...,0]",

—

(gdzie jedynka stoi na j_)—t}:m mieiscu) maja jednoznaczne rozwigzania b,
1 < j <n. Biorac B = [by, by, ..., b,| mamy

AxB=[Axb,...,Axby| =[é1,...,6)]=1I,.

Pozostaje jeszcze pokazaé, ze BxA = I,,. Rzeczywiscie, mamy (AxB)xA = A,
czyli Ax (B * A) = A. Rozwiazaniem réownania A x Z = A jest Z = I, a
poniewaz z zalozenia rozwiazanie to jest jednoznaczne to B x A = [,,. Stad
B = A, co konczy dowdéd.

Jednym z waznych wnioskéw z tego twierdzenie jest nastepujacy.

Whiosek 2.1 Macierz tréjkatna (gorna lub dolna) T € K™ jest nieosobliwa
wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie elementy na gtownej diagonali sa niezerowe.

Rzeczywiscie, wystarczy sprawdzi¢ jednoznaczna rozwiazywalno$¢ odpo-
wiedniego ukladu réwnan. Dodajmy, ze macierz odwrotna do tréjkatnej
dolnej (gdrnej), jesli istnieje, jest tez tréjkatna dolna (gérna).

2.4.3 Permutacje

Niech p = [p(1),p(2),...,p(n)] € Perm(n) bedzie permutacja n elementowa.
Odpowiadajaca tej permutacji macierz P = (p; ;) € K™" zdefiniowana jako

p,:{ 1 gdyj=p(i),
" 0 gdyj # pli),
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nazywamy macierzq permutacji. Na przyklad, jesli p = [3,1,4, 2] € Perm(4)
to

o O = O
_— o O O
S O O
o= O O

Réwnowaznie, macierz kwadratowa P jest macierza permutacji wtedy i tylko
wtedy gdy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie wystepuje doktadnie jedna
jedynka, a pozostale elementy sa zerami.

Latwo sprawdzié¢, ze permutacje n-elementowe Perm(n) tworza grupe ze
wzgledu na ich zlozenie,

(gop)(i) =q(p(i)) 1<i<n.

Elementem neutralnym jest permutacja identycznosciowa id(i) = ¢ Vi, a ele-
mentem odwrotnym do p jest permutacja odwrotna p’ zdefiniowana réwnoscia
P(p(i)) = i Vi.

Podobnie, macierze permutacji tworza grupe ze wzgledu na mnozenie
macierzy, przy czym

P(qop) = P(p) * P(q).
Rzeczywiscie, (P(qop));; = 1 wtw. gdy ¢(p(i)) = j. Z drugiej strony,

(P(p) = P(q));; = 1 wt.w gdy (P(q)),@; = 1. czyli znow ¢(p(i)) = j.
Podobnie pokazujemy, ze

czyli mnozenie wektora z lewej strony przez macierz permutacji skutkuje
zamiana kolejnosci wspétrzednych. Podobnie,

N AT
ay p(1)
P x : = :
AT AT
A, Ap(n)
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powoduje przestawienie wierszy macierzy zgodnie z p. Poniewaz
7T T T
AxP=((AxP)") = (P"xA")",
dochodzimy do wniosku, ze

A x P permutuje kolumny A zgodnie z p/,

A x PT permutuje kolumny A zgodnie z p.
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Rozdzial 3

Normy wektoréw i macierzy

W tym rozdziale zaktadamy, ze

K CC.

3.1 Ogdlna definicja normy

Niech ¢ : K"™™ — [0, +00) bedzie przeksztalceniem spelniajacym warunki:
(i) VAe K™ ¢(A)=0 < A=0,
(ii) VAe K™"Vu e K ¢(ux A) = |u| - (A),
(iii) VA, B € K™" ¢(A+ B) < ¢¥(A) + ¢(B)
(nieréunod¢ trdjkata albo subaddytyunosc).

Kazde takie przeksztalcenie 1) nazywamy normaqg w K™" i oznaczamy

(A) = [|A]l
Norma jest miara “wielkosci” macierzy. Dlatego
A - Bl

uznajemy za miare odlegloéci miedzy macierzami A i B.
Powiemy, ze norma jest monotoniczna gdy warunek |A| < |B] (tzn. gdy
la; ;| < |bi;| Vi, 7) implikuje ||A|| < ||B||. Jesli norma w K™ spelnia

[Ax Bl <[A[l-]IB]l, VA BeK",

to méwimy, ze norma jest submultiplikatywna.

25
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3.2 Normy wektoréw

3.2.1 Normy p-te

Wektory w K" sa szczegdlnymi macierzami. W tym przypadku, waznymi
przykladami norm sa normy Schura, zdefiniowane dla danej p, 1 < p < oo,
jako

n 1/p
Hf”p = <Z |$i|p> dla 1<p< oo,
=1

170 = max |ail.

Nietrudno zauwazy¢, ze ||Z]|oo = lim,_e0 ||Z]|,, VZ € K™.
Warunki (i) i (ii) normy sa trywialnie spelnione przez normy Schura.
Warunek (iii) tatwo sprawdzi¢ dla p = 1, 00. Dla p = 1 mamy bowiem

12+ Gl = Y e+ gal < YLl + ) fyal = 120+ 131,
i=1 i=1 =1

a dla p = o0
17+ Flloo = max |z; + yil < max |z + max [y;| = |70 + [[7lec-

(W obu przypadkach zastosowaliémy nieréwnosé¢ tréjkata |u + v| < |u| + |v]
dla liczb zespolonych w i v.) Dla innych wartosci p warunek (iii) jest duzo
trudniej pokazaé¢. Dlatego ograniczymy sie tu jedynie do przypadku p = 2.

Lemat 3.1 (NIEROWNOSC SCHWARZA)
Dla dowolnych u,v € K" mamy

@ s a) < il - |72
Dowéd. Dlat € K mamy
0 < |[[u+Txt|z = (@+v*t)T - (@ +Txt)
= @l sxad+t-tx0T x0+ad xoxt+ 0T xuxt
= la@ll3 + [t - (913 + [¢] - @™ % 0] - (W) w9

—H —H

gdzie t = |t| - w¥, @ ¥ = |a! % 0] - w?, w =cos1+1-sinl.
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Biorac teraz ¢ = —¢ mamy

0 < [J]l3 + 2[¢] - [@* = o] + ¢ - [|9]]3,

a biorac ¢ = m — ¢ mamy

0 < [lal3 —2[¢] - [a" = o] + [t - |73
Stad dla dowolnej 7 € R otrzymujemy

0 < |3+ 27’|6H * 0| + 72|13

27

Poniewaz prawa strona ostatniej nieréwnosci jest, jako funkcja 7, trojmianem
kwadratowym o wartosciach nieujemnych, to

0> A =4(|axo - [[al}- |71,

co implikuje |7 x @) < ||id]|2 - ||7]|2 i koticzy dowdd.

Na podstawie nieréwnosci Schwarza mamy teraz

I+ 713

IA A

a3 + 1815 + @ * 7+ 0" x @
113 + 113 + 2R(a" + 7)
113 + 17113 + 2la" = 7]

)13 + 19115 + 2[[all]|7]

— — 2
(lallz + 17]2)"

czyli nieréwnosé trojkata dla || - ||z.

3.2.2 Pozyteczne (nie)réwnosci

Nietrudno pokaza¢ nastepujace nierownosci taczace normy p-te Schura dla
p =1,2,00. Mianowicie, dla kazdego © € K" mamy

4
[P

[ B

VANVANRVAN

[l
[P

[l

<
<
<

n - ||t]oo,
\/ﬁ' ||ﬁ||oo>
\/ﬁ' H/JH%
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przy czym ostatnia z tych nieréwnosci jest konsekwencja nieréwnosci Schwa-
rza,

n n n 1/2 n 1/2
=Sl = S 1] < (z w) (z 12) _ -l
=1

i=1 i=1 =1

Dodatkowo zauwazamy, ze nieréwnosci tych nie mozna poprawi¢. Na przy-

klad, dla pierwszego wersora € mamy ||& ], =1Vp, adlal=[1,1,...,1] €
K" many [Ty = vl = ol ]l

Kulq jednostkowq w K" (ze wzgledu na norme || - ||) nazywamy zbiér
wektoréw

K ={ueK": |u|| <1}.
7 podanych powyzej nieréwnosci wynika w szczegolnosci, ze

K, C Ky CKOO,

gdzie K, jest kula jednostkowa w normie p-tej Schura.
Zauwazmy jeszcze, ze normy p-te sa monotoniczne oraz, ze dla dowolne;j
macierzy permutacji P € K™" i wektora ¥ € K"

1P+ Zllp = 1|7l
tzn. norma p-ta wektora jest niezmiennicza ze wzgledu na przestawienia

kolejnosci jego wspétrzednych.

3.3 Normy macierzy

3.3.1 Normy p-te

Normy p-te macierzy sa definiowane (indukowane) przez normy p-te wek-
torow w nastepujacy sposéb:

AxT
jAl, = sup 132
0ATeK™ 12|

= sup{||[AxZ|, : ¥ K", ||7],=1}.

Zauwazmy, ze uzywamy tego samego oznaczenia dla norm wektora jak i ma-
cierzy. Jest to uzasadnione, gdyz norma p-ta macierzy jest uogélnieniem
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normy p-tej wektora. Dla A = [uy, ..., u,]T € K™ = K™ mamy bowiem
1 .
| Ally = supy_y | A 5 tll, = (72 fusl?)7. (Tutaj ¢ € KI)
Wprost z definicji wynika, ze normy indukowane macierzy spetiaja wa-
runek zgodnosci (z norma wektorowa), tzn.

VA e K""VT e K" [[AxZ|, < [|All,- (17,
Normy te sa rowniez submultiplikatywne,
VAeK™VBeK"™  [|[AxBl, < |All,- Bl

Rzeczywiscie, dla 7 € K! mamy

[(AxB)*Zl, = [Ax(B*Z)|, < [[Allp-[|B =],
< Al - 1Bl - 1215,
skad
[(A * B) * 2|
sup = = < [|Allp - | Bllp-
#£0 12|

Dla macierzy permutacji P € K™ i ) € K™" mamy
1P A% Q" = [|All,,

co oznacza, ze przestawienie kolumn i wierszy macierzy nie zmienia jej p-
tej normy. Rzeczywiscie, poniewaz przestawienie wspotrzednych nie zmienia
normy p-tej wektora, mamy
T — T — —|
ap IPXASQT e Fly A QT A,

#£0 2] a i£0 QT * Z|, a §#0 151l

3.3.2 Pozyteczne (nie)réwnosci

Dla niektérych p, norme mozna wyrazi¢ w sposob pozwalajacy ja tatwo ob-
liczy¢.

Lemat 3.2 Dla dowolnej macierzy A = (a; ;) € K™"
(a) N Alloo = maxicicm Y0y il

(b)  [JA[lL = maxi<jcn p iy @il
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Dowdd. (a) Dla # = [zy,...,2,]" € K" mamy
n
[A% T = max Z;am < lrglg;nz ai gl - ||
]:

< &foo - (1@%7( Z |CLU|>

Z drugiej strony, wezmy T = () taki, ze 27 = w™%, 1 < j < n, gdzie g,
jest argumentem liczby a, j, tzn. as; = |as;|w?7, a s jest tym indeksem 1,
dla ktérego suma 7, |a; ;| jest najwieksza. Wtedy ||7*[|o = 1 oraz

n
Zaw Z\as,ﬂw% =D lasl,
j=1

a stad [|Allec > maxicicm Y5 |ail-
(b) Dla dowolnego ¥ mamy

m n m n
A& = DD aia] < 30D laigl-
i=1 | j=1 i=1 j=1

n m
SDID SIFEY P v HED
j=1 i=1

Z drugiej strony, dla 7 takiego, ze 27 = 0 dla j # s, z; = 1 dla j = s, gdzie
s jest tym indeksem j dla ktérego suma > " |a; ;| jest najwicksza, mamy
[2%(]y = 1 oraz [[A* ]|y = 317, |aisl, a stad [JAlly = maxi<j<n 357 |aiyl.

A+ 7 [|loo >

7 powyzszego lematu tatwo widaé, ze

1A = 14" = [ Al

AT = 1A% = [All.
Szczegdlng role odgrywa norma druga || - ||2, ze wzgledéw, ktére beda jasne
pdzniej. Niestety, nie wyraza sie ona w tak prosty sposéb jak || - ||1 1 || - ||oo-

W odréznieniu od tych ostatnich, norma druga ma jednak dodatkowa wazna
wlasnosé; mianowicie, dla dowolnej A € K"

1A 2 = [ A% ]2 = [1All2-
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Réwnosé ta wynika bezposrednio z faktu, ze
HAHQ—supsup Tx Ax 7|,
gdzie suprema wziete sa po 7 € K" i ¢ € K™ takich, ze ||Z]js = 1 = ||7]]2.
Rzeczywiscie, dla dowolnych ¢ i 2’ o jednostkowych normach mamy
9" % Ax 2] < |72 - [|A* 22 = [|A* 22 < [|A]2,

przy czym w pierwszej nieréwnosci zastosowaliSmy nieréwnos¢ Schwarza. 7
drugiej strony, dla Z o jednostkowej normie i takiego, ze A x 2’ # 0 mamy

Ax 7|2 Ax DV x Ax 2
I *z||2_( x Z)7 % Ax Z sup ‘y *A*z|

A2 = =T = <
[A 2] [A 2] Il2=1

gdzie podstawilismy ¢ = A * Z/|| A * Z]|2.

3.3.3 Norma Frobeniusa
Norme Frobeniusa (albo Fuklidesowq) macierzy A € K™" definiujemy jako
m n 1/2
[Allr = (ZZ \ai,jIZ) :
i=1 j=1

Zaleta normy || - || r jest jej tatwa “obliczalno$¢”, natomiast wada, ze nie jest
to norma indukowana przez zadna norme wektorowa.

Zwiazek miedzy norma Frobeniusa i norma druga pokazuje nastepujacy
lemat.

Lemat 3.3 Dla dowolnej A € K™" mamy
[All2 < [[Allr < min(m,n) - [[All2.

Dowodd. Wykorzystujac nieréwnosé¢ Schwarza, dla dowolnego ¥ € K" o

jednostkowej normie drugiej mamy
m n 2
< 3 (Yot

E Qg Tj
i—1 i=1

<Z'a’”'2> (ZH) = llAJ1%

Ms

|A=Z]3 =

Ms
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a stad [|Alls < [|A[lF.
7 drugiej strony, przedstawiajac A jako

A:[61,62,...,an], (_ijEKm,

mamy |[All2 > ||A * €| = ||d@;]]2, gdzie €} jest j-tym wersorem. Stad

1 — 1
1AIE =~ D llaslls = — - 1Al
j=1

czyli ||Allr < /1 ||A||2. Ale réwniez
1Al = AT < Vim - | AT ]2 = Vim - || All2,
co konczy dowdd.

Zauwazymy jeszcze jedna wlasnosé norm p-tych macierzy. Niech macierz
A bedzie dana w postaci blokowej,

A: [Al,AQ,...,AS].

Wtedy
S
[Akll, = sup [[ApxZill, = sup Aj* T
[Z5]lp=1 | Zkllp=1,2;=0,j#k || j=1 »
< sup [[AxZl, = [[All,.
(2], =1
Podobnie, jesli
A
Ao |
Ay
to
t
1Al = sup [|Ag 2y < sup D [1A; 2l
Hf”p:l f|p:1 j=1
= sup [|[AxT[2 = Al

[1€]lp=1
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Stad dostajemy wniosek, ze jesli A jest w postaci blokowej to dla kazdego
bloku A; ; mamy
[Aijllp < [[Allp, 1 <p<oo.

Oczywiscie, ta wlasnos¢ zachodzi roéwniez dla normy Frobeniusa.
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Rozdzial 4

Przestrzenie liniowe

4.1 Przestrzenie i podprzestrzenie

4.1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Niech X z dzialaniem dodawania ‘+’ bedzie grupa przemienna (abelowa).
Oznaczmy przez 0 element neutralny tej grupy, a przez (—a) element prze-
ciwny do a € X. Zalézmy ponadto, ze w X zdefiniowane jest dzialanie
‘«’ mnozenia przez skalary, czyli elementy pewnego ciala K, ktore spehia
nastepujace warunki: !

(i) Vae X VaeK axa=axacX

(ii) Vae X lxa=a (gdzie 1 jest jedynka w K)

(iii) Ya,be X Va,B €K
(a+B)xa=axa+fx*a
ax(a+b)=axa+axb
(axfB)xa=ax(6xa).

Definicja 4.1 Zbior X z dziataniami o wyzej wymienionych wtasnosciach
nazywamy przestrzenia liniowa nad cialem K i oznaczamy Xk (albo po prostu

X).

1Zauwazmy, ze symbolu ‘¢’ uzywamy zaréwno do oznaczenia mnozenia skalaru przez
element z grupy jak i mnozenia skalaru przez skalar. Podobnie ‘+’ oznacza zaréwno
dodawanie w ciele K jak i w grupie X'. Nie prowadzi to jednak do niejednoznacznosci, bo
z kontekstu zawsze wiadomo o jakie dzialanie chodzi.

35
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Podamy kilka elementarnych wlasnosci przestrzeni liniowych:

e VacX 0xa=0
eVaceX (—1)xa=—a
e VaeKVaeX [axa=0 <= (a=0)lub(a=0)]

Pierwsza wlasno$¢ wynika z réwnosci 0 xa = (0+0)xa =0*xa+ 0x*a, a
druga z réwnosci 0 = 0xa = (1 + (—1)) xa = a + (—1) * a. Implikacja w
lewa strone w ostatniej wlasnosci jest oczywista. Aby pokazaé¢ implikacje w
prawa strone zalézmy, ze a0 =01 o # 0. Wtedy

-1

a=1%xa=(« *a)*a:ofl*(a*a):ofl*O:O.

Elementy przestrzeni liniowej Xjx nazywamy zwykle wektorami, odwotu-
jac sie do odpowiedniej interpretacji geometrycznej.

Przyktadami przestrzeni liniowych sa Riz, C. Clg, KT;{” We wszyst-
kich tych przykladach mnozenie wektora przez skalar zdefiniowane jest w
naturalny sposéb “wyraz po wyrazie”. Przestrzen liniowa nad R (albo nad
C) tworza tez wielomiany stopnia co najwyzej (n — 1) o wspdlezynnikach
rzeczywistych (albo zespolonych). Oznaczamy ja przez Pr (albo Plnc)

4.1.2 Podprzestrzenie liniowe

Definicja 4.2 Niech Xk bedzie przestrzeniq liniowa. Niepusty podzbior Y C
X nazywamy podprzestrzenia (liniowa) przestrzeni Xk, gdy Y jest prze-
strzeniq liniowa nad K (z dzialaniami jok w X ). Piszemy przy tym

Yk C Xk
Twierdzenie 4.1 Na to, aby Yk C Xk potrzeba i wystarcza, ze:
(i) Ya,beY a+be)
(ii)) Vo e K VYa€e) axa€).

Dowdd. (i) i (ii) oznaczaja, ze dodawanie wektoréw i mnozenie ich przez
skalar nie wyprowadzaja poza zbior ). Pozostale warunki bycia podprze-
strzenia sa w sposdb oczywisty speinione, bo sa one spelione w X.

Szczegdlnymi przyktadami podprzestrzeni sa ) = X' (podprzestrzen nie-
wihasciwa) oraz ) = {0} (podprzestrzen zerowa).
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Twierdzenie 4.2 Czesé wspolna dowolnej rodziny podprzestrzeni przestrze-
ni liniowej Xk jest tez podprzestrzeniq Xk .

Dowdéd. Niech {Y;}jes, gdzie J jest (byé moze nieskoficzonym) zbiorem
indekséw, bedzie dowolna rodzina podprzestrzeni. Oznaczmy
Y=Y
jeJ
Wobec twierdzenia 4.1 wystarczy pokazaé, ze dzialania dodawania i mnozenia
przez skalar nie wyprowadzaja poza zbior ). Rzeczywiscie, warunek a,b € Y
oznacza, ze a,b € Y; dla wszystkich j € J, a stad réwniez a +b € V;. W

konsekwencji a+b € N;c;); = Y. Podobne uzasadnienie dla mnozenia przez
skalar omijamy.

Waznymi przyktadami podprzestrzni liniowych przestrzeni macierzy Kﬁl{"
sa TRIL™", TRIU™" oraz DIAG"". Podprzestrzeniami liniowymi w 73|"K s
73(;{ z k < n, albo wielomiany w ktorych zmienna wystepuje tylko w potegach
parzystych. (Przyjmujemy przy tym, ze —oo, czyli stopieri wielomianu zero-
wego, jest liczba parzysta.)

4.2 Baza i wymiar przestrzeni

4.2.1 Liniowa (nie)zaleznos¢

Niech {b;}7_; C X oraz i {a;}}_; C K. Element

b:zn:aj*bj
j=1

nazywamy kombinacjq liniowq elementéw {b;}, przy czym liczby {¢;} sa
wspotczynnikami tej kombinacji.
Zauwazmy, ze

B = span(by, by, ..., b,) = { Zaj *b; 0 {a;}i, C K},
j=1

czyli zbiér wszystkich kombinacji liniowych danych elementéw {b;}, jest pod-
przestrzenia przestrzeni Xjx. Mowimy, ze B jest rozpigta na elementach
by, ..., by.
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Definicja 4.3 Uklad {b;}7_, C X jest liniowo zalezny jesli istnicje uktad
skalaréw {c;}5_, C K zawierajqcy liczby niezerowe, dla ktorego

j=1

Definicja 4.4 Uktad {b;}}_, C X jest liniowo niezalezny jesli nie jest li-
niowo zalezny, tzn. gdy dla dowolnych skalarow {ozj}?zl 2 rownosci

i@j*bj =0
j=1

wynika, Ze a; =0, 1 < j < n.

Latwo zauwazy¢, ze dowolny (niepusty) poduklad ukladu liniowo nie-
zaleznego jest uktadem liniowo niezaleznym. 7Z drugiej strony, jesli ukltad ma
poduktad liniowo zalezny to uktad wyjsciowy jest liniowo zalezny.

Rozpatrzmy dowolny ukiad {b;}7_,. Jesli jest on liniowo zalezny to ist-
nieja {a;}7_; takie, ze dla pewnego s mamy «, # 0 oraz > 7, a; * b; = 0.
Wtedy

czyli by € span (b, ..., bs_1,bs1,...,b,), a stad
Span(bl, ce 7bs7 .. ,bn) = Span(bl, R >bs—17bs+17 .. ,bn)

Mozna tak postepowaé dalej otrzymujac w koncu uklad liniowo niezalezny
rozpinajacy ta sama przestrzeni co {b;}7_;. (Poniewaz uklad wyjsciowy jest
skoniczony, proces “wyjmowania”’ kolejnych wektoréw musi sie skoniczy¢ po
co najwyzej n krokach.)

Whniosek 4.1 7 kazdego uktadu wektorow (by, ..., b,) mozna wyjaé poduktad
(bj1ys - bjwy), 1 < 4(1) < -+ < j(k) <n (0 <k < n) taki, Ze jest on

liniowo niezalezny oraz

span(bl, ey bn) = span(bj(l), ey bj(k))-
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4.2.2 Baza i wymiar, twierdzenie Steinitza

Definicja 4.5 Uktad {b;}}_, nazywamy baza przestrzeni Yk C X gdy:
(i) jest on liniowo niezalezny,
(11) YV = span(by, bs, ..., by).
Mamy nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 4.3 Kazda przestrzen liniowa Yk ma baze. Ponadto, wszyst-
kie bazy sq rownoliczne.

Twierdzenie to prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 4.6 Liczbe elementéw bazy danej przestrzeni Yk nazywamy jej
wymiarem 7 oznaczamy dim(YVik).

Dowdéd twierdzenia 4.3 o istnieniu i réwnolicznosci baz udowodnimy te-
raz jedynie w przypadku przestrzeni rozpietych na uktadach skonczonych.
Zauwazmy najpierw, ze z Wniosku 4.1 natychmiast wynika, iz takie prze-
strzenie maja baze. Dowdd rownolicznosci baz opiera sie na nastepujacym
bardzo pozytecznym twierdzeniu.

Twierdzenie 4.4 (STEINITZA O WYMIANIE)
Niech

Span(bh EIRICI) bn) g Spa‘n(cla cee ,Cm) - X,
przy czym uktad {bj};‘:l jest lintowo niezalezny. Wtedy n < m oraz n ele-

mentow uktadu {c;}j_, mozna wymieni¢ na {b;}j_, otrzymujac uktad rozpi-
najacy X.

Dowéd. (Indukcja wzgledem n.)
Dlan = 0 teza jest oczywista. Zalézmy, ze teza zachodzi dlan—1. Wtedy
n —1<m oraz

X =span(by,...,bp—1,Cny Cni1s- -y Cm)-
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(Zaktadamy bez zmniejszenia ogdlnosci, ze wymieniliSmy n — 1 poczatkowych

elementéw ukiadu {c;}72,.) Poniewaz b, € X to mozna go przedstawi¢ w

postaci kombinacji liniowe;j

n—1 m
bn=) ajxbi+) Bixe;
j=1 j=n

Zauwazmy, ze istnieje s, n < s < m, taka, ze B, # 0, bo w przeciwnym
przypadku b,, bylby liniowo zalezny od by, ...,b,_1. Stad n < m oraz

bn n—1 a; m Bj
CS_E_Z(E> *bj — Z <E) * Cj,

=1 s#j=n
tzn. ¢4 jest liniowa kombinacja wektorow by, ..., b,, ¢ny ..oy Cs_1,Csa1y -+ Cm-
Wymieniajac cs na b,, dostajemy
X =span(cy,...,cpn) = span(by,...,by_1,Cny- .., Cm)
— span(bi, ., bu_1, b, Cast, -+ Com).
To konczy dowod.
Biorac teraz dwie bazy, (b, ..., b,) oraz (ci, ..., ¢y), tej samej przestrzeni

Yk i stosujac twierdzenie Steinitza otrzymujemy z jednej strony n < m, a z
drugiej m < n. Stad m = n, czyli bazy sa rownoliczne.

7 twierdzenia Steinitza mozna latwo wywnioskowaé nastepujace wlasno-
Sci. (Ponizej zakladamy, ze dim(Xk) < co.)

1. Kazdy uklad liniowo niezalezny w X mozna uzupemic¢ do bazy w X.
2. Jedli Yk € Ak to dim(Yk) < dim(Xk).
3. Niech Yk € Xx. Wtedy

4.2.3 Przyklady

Podamy teraz kilka przykladow przestrzeni i ich baz.
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mo - S
Kik = span(ey, €, . .., €n),

gdzie €; = [0,...,0,1,0,...,0]" jest j-tym wersorem (jedynka na j-tej
wspohrzednej). Stad dim(Kg) = m.

K\T}nén:span(Eiyj: 1<i<m,1<j<n),

gdzie

_J 1 i=pi=q
(Bi)pq = { 0 wpp.

Stad dim(Kg") = m - n.
Crgn:span(E@j,@-Ei’j: 1<i<m,1<j<n) (1=+v-1).

Stad dim(C[g") =2-m - n.

Pl = span(1,t,t%, ... t" 1)
i dim(PR) = n.

4.3 Sumy i sumy proste

4.3.1 Suma (prosta) dwéch podprzestrzeni

Niech Y i Z beda podprzestrzeniami X. Definiujemy iloczyn tych podprze-
strzeni jako

S=YNZ:={zeX:zec)YizeZ}
oraz sume jako
T=YV+Z:={y+z:yel z€ Z}.

Zauwazmy, ze suma podprzestrzeni nie jest zwykla suma teoriomnogosciowa.
Oczywiscie, zaréwno iloczyn S jak i suma 7 sa podprzestrzeniami X'.
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Definicja 4.7 Jesli iloczyn Y N Z = {0} to sume Y + Z nazywamy suma
prosta ¢ oznaczamy

T=YoZ.

Podamy teraz kilka wlasno$ci wymiaréw sum i sum prostych.

(W1)
0 <dim(Y N Z) < min (dim(Y), dim(2))
(W2)
max (dim(})),dim(Z2)) < dim(Y + 2Z)
< min (dim(X), dim()) + dim(Z2))
(W3)
dim(Y + Z) = dim(Y) + dim(Z) — dim(Y N 2)
(W4)

dim(Y @ 2Z) = dim(Y) + dim(Z2)

Wiasnosé (W1) jak i lewa strona (W2) wynikaja po prostu z zawierania sie
odpowiednich podprzestrzeni, a prawa strona w (W2) z faktu, ze Y+ 2 C X
oraz, ze suma teoriomnogosciowa baz w ) i Z rozpina Y + Z.

Poniewaz (W4) wynika bezposrednio z (W3), dla pelmosci dowodu wy-
starczy pokaza¢ (W3). W tym celu bierzemy baze (by,...,b,) w YN Z, a
nastepnie uzupemiamy ja do bazy (b, ..., by, Yus1,---,Ys) W Y oraz do bazy
(b1, buy Zus1y - -, 2e) W 2. Jasne jest, ze

span(Yuyi1, - - -, Ys) N span(zyy1, ..., 2) = {0},

bo inaczej wspélny element niezerowy bytby w Y N Z, a woéwczas uktad
(b1, ., by, Yus1, - - -, Ys) nie bylby liniowo niezalezny.

Uktad (b1, ... by, Yusts - -5 Ysy Zutt, - - -, 2¢) jest wiec liniowo niezalezny i
rozpina Y + Z, a wiec jest tez baza tej przestrzeni. Dlatego

dm(Y+2) = u+(s—u)+(t—u) =s+t—u
dim(Y) + dim(Z2) — dim(Y N 2).
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4.3.2 Suma (prosta) w ogélnym przypadku

Uogdlnimy pojecia sumy i sumy prostej na dowolna, ale skoriczona, liczbe
podprzestrzeni. Niech V;, 1 < j < s, beda podprzestrzeniami X'. Sume tych
podprzestrzeni definujemy jako

Y = i+t 4+ Vs = Zyj
j=1

= {y+-+y:y; €V, 1 <5 <s}h

Definicja 4.8 Jesli dla kazdego t, 1 <t <'s,

ym(i yj) = {0}

t£j=1

to sume Y1+ -+ Vs = ijl Y; nazywamy suma prosta ¢ oznaczamy
ne el = P
j=1

Twierdzenie 4.5 Jesli Y = @3_,); to kazdy wektory € Y ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci

Yy=uy1+y2+ -+ s, yi €Y, 1<75<s.

Dowéd. (Indukcja wzgledem s.)
Dla s = 1 twierdzenie jest w oczywisty sposdb prawdziwe. Zatézmy, ze
jest ono prawdziwe dla s — 1. Niech

Y=yt tys =yt
Wtedy
s—1
ys9ys_yg:Z(y;_%) €y1+"’+ys—l7
j=1
aponiewaz Vi ®--- OV 1 ®Vstoys =i+ Fys =y +- -+ iy
Wobec tego, ze Yy & --- & V,_1, co wynika wprost z definicji sumy prostej,

mozemy teraz skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego, aby wywnioskowaé, ze
y; =y; dlal < j <s—1. To kofczy dowdd.
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Zauwazmy, ze jesli Y = Y1 @ - -+ ® ) to suma teoriomnogosciowa baz w
Y, 1 <j <s, jest baza Y. W szczegdlnym przypadku, gdy (by,...,b,) jest
baza X to

X = span(b;) @ - - - @ span(by,).
Ponadto, kazdemu wektorowi x € X mozna jednoznacznie przyporzadkowac
wspotczynniki «;, 1 < j < n, takie, ze

n
T = E a; * b;.
Jj=1

4.4 Izomorfizm przestrzeni

Definicja 4.9 Przestrzen Xk jest izomorficzna z Yk (obie przestrzenie nad
tym samym ciatem) gdy istnieje wzajemnie jednoznaczne (réznowartosciowe
1 “na”) odwzorowanie

f: X =Y

zachowujace kombinacje liniowe, tzn. Vay,xe € X Vai,ap € K

flaxz) + ag xx9) = ag * f(x1) + ag x f(22).

Odwzorowanie [ nazywamy izomorfizmem.

Zauwazmy, ze jesli f : X — Y jest izomorfizmem to f(0) = 0 (bo f(0) =
f(0+0) = f(0) + f(0)). Izomorfizm zachowuje tez liniowa (nie)zaleznosé
wektorow, co wynika z faktu, ze warunek Zj‘:1 a;*f(b;) = 0 jest rownowazny
f(Z:j:1 a; * bj) = 0, czyli Zj‘=1 a; * bj = 0. Stad mamy prosty wnio-
sek, ze izomorfizm f przeprowadza baze (by,...,b,) przestrzeni X na baze
(f(b1),..., f(b,)) przestrzeni Y.

Ponadto mamy:
(i) kazda przestrzen jest izomorficzna ze soba,
(ii) jesli X jest izomorficzna z ) to ) jest izomorficzna z X,

(iii) jesli X jest izomorficzna z Y oraz Y jest izomorficzna z Z to X' jest
izomorficzna z Z.
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Aby pokazaé (i) wystarczy zauwazy¢, ze przeksztalcenie identycznosciowe w
X ustala izomorfizm X' z X'. Dla (ii) wykazemy, ze odwzorowanie odwrotne
f~' 1Y — X ustala izomorfizm ) z X. Rzeczywiscie, jesli y1,42 € Y to
istnieja x1, 9 € X takie, ze y; = f(z1) 1 y2 = f(22). Stad

FHan g1 + ag o)
= [T o * fz1) + g * f(22)) = fH(f(oun % 21 + a9+ 1))
=y * T+ agx T = an ok [T (y) + gk f7H(ye).
W konicu, aby pokazaé (iii) zauwazmy, ze jesli f i g sa odpowiednio izomor-
fizmami X w ) oraz Y w Z to zlozenie h(-) := g(f(-)) jest izomorfizmem X
w Z. Rzeczywiscie,
h(aq * x1 + ag * x3)
= g(far * 21+ az xx3)) = glaa * f(21) + az x f(z2))
=y *xg(f(z1)) + e x g(f(x2)) = a1 * h(x1) + ag * h(xz).
Wiasnosci (i)-(iii) pokazuja, ze relacja “bycia przestrzeniami izomorficz-
nymi” jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, a wiec jest relacja rownowa-
znosci. Stad, zbiér wszystkich przestrzeni liniowych nad ustalonym ciatem

mozna podzieli¢ na roztaczne podzbiory bedace klasami abstrakcyi tej relacji.

Do tej samej klasy naleza przestrzenie wzajemnie izomorficzne.

Whniosek 4.2 Kazda przestrzen liniowa Xjg wymiaru n jest izomorficzna z

K. .
K

Rzeczywiscie, wybierajac dowolna baze (by,...,b,) w Xk i definiujac
odwzorowanie f : X — ) jako

f(ZOéj*bJ) =) ;%
j=1 j=1

(gdzie €) jest j-tym wersorem) otrzymujemy izomorfizm przestrzeni Xjx w

4.5 Warstwy modulo Y

4.5.1 Definicja

Niech )Y bedzie podprzestrzenia przestrzeni X i niech g € X.
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Definicja 4.10 Zbior wektorow
W(xo,Y) :=={zo+y: yeV}

nazywamy warstwa modulo Y przez zo (albo hiperplaszczyzna réwnoleglta do
Y przez punkt x).

Zauwazmy, ze jesSli x1 —xo € Y to warstwy W (xy,)) i W(xq,)) zawieraja
te same wektory. Rzeczywisscie, jesli © = x1 +y € W(xy,)) to x = 25 +
((x1 — x9) +y) € W(xa,Y). Podobnie, jesli x € W (xa,Y) to x € W(x1,)).

Z drugiej strony, jesli z € W (xq1,Y) N W(xe,)) to x =21 + 11 = 22 + Yo
dla pewnych v,y € Y. Stad 1 — 29 = y» —y; € Y i w konsekwencji
Wi(x1,Y) = W(xs,)).

Na podstawie powyzszej analizy mozemy stwierdzi¢, ze dwie warstwy,
W(z1,Y) 1 W(xs,)), sa sobie réwne (gdy z; — xz9 € )) albo roztaczne (gdy
x1 — 22 ¢ )). Dlatego warstwy W(xy,Y) i W(z2,)) takie, ze zy — 29 € Y
bedziemy utozsamiac.

Trywialnymi przykladami warstw sa W (zg, X') = X oraz W (xg, {0}) =

{wo}-

4.5.2 Przestrzen warstw

W zbiorze wszystkich warstw modulo Y () C X) wprowadzimy dzialania
dodawania warstw i mnozenia przez skalar o € K w nastepujacy sposob:

(1) W(x1,Y) +W(z2,Y) :=W(x1 + 22,)),
(i) % W(z, D) = W(asz,).
Dzialania te sa dobrze zdefiniowane, bo jesli
W2, Y)=W(2,Y) 1 W, Y)=W(z3,))

toxy —a) € Yiwg—ah € Y, astad (v —2)) + (22 — ) € YV, czyli
Wi(zy + x2,Y) = W(z} + 2,Y). Podobnie, jesli W(z,Y) = W(z',)) to
axr—axr' =ax(x—2a)e), cyi W(axz,))=W(axa)).

Latwo sprawdzi¢, ze zbiér warstw modulo ) z powyzej zdefiniowanymi
dziataniami jest przestrzenia liniowa nad K. Aby znalezé baze tej przestrzeni,
zapiszemy X jako sume prosta X = Y @ Z (gdzie Z jest oczywiscie wyzna-
czona niejednoznacznie) i wezmiemy dowolna baze (21, 29, . .., 2x) W Z (gdzie
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k = dim(Z)). Okazuje sie, ze przestrzen warstw jest izomorficzna z Z, a
uktad

(W (z1,Y),. .., Wz, Y))

jest jej baza. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy pokazaé, ze odwzorowanie
f(z)=W(z,)), z € Z,

jest izomorfizmem. Rzeczywiscie, z definicji dodawania warstw i mnozenia
przez skalar wynika, ze f zachowuje kombinacje liniowe. Jest ono réwniez
réznowartosciowe, bo jesli f(z1) = f(22) to 21 — 29 € Y, a poniewaz Y i Z
tworza sume prosta to z1—z3 = 01 21 = 29. W koncu, f jest przeksztalceniem
“na”, bo dla dowolnej warstwy Wz, V), z € X, mamy W(x,Y) = f(z), gdzie
z pochodzi z (jednoznacznego) rozkladu x =y + 2z, y € Y, z € Z.

W szczegdlnosci pokazaliémy rowniez, ze przestrzen warstw modulo ) ma
wymiar dim(X) — dim()).

Na przyktad, jesli Y = X to przestrzen warstw jest izomorficza z prze-
strzenia zerowa, a jesli ) = {0} to jest ona izomorficzna z X'.
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Rozdzial 5

Obraz, rzad 1 jadro macierzy

5.1 Obraz i rzad macierzy
5.1.1 Rzad kolumnowy i rzad wierszowy
Niech A € K™" bedzie dana w postaci blokowej,
A=dy,dy,...,4,), a; €K™ 1<j<n.
Obraz macierzy A definiujemy jako
R(A) = {Ax2: € K"} = span(dy,ds...,d,) C K™
Dalej, rzad kolumnowy macierzy A definiujemy jako
1z (A) = dim (R(A)).

Oczywiscie, 0 < rzg(A) < min(m,n). Przedstawiajac z kolei A jako wektory-
wiersze (funkcjonaly),

AT

aq

a=1 i |,

U

definiujemy rzaqd wierszowy macierzy A jako
rz,(4) = dim (R(A")) = dim (span(ay, ao, . . ., an)) -

Podobnie jak dla rzedu kolumnowego, 0 < rz,(A) < min(m,n).

49
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5.1.2 Rzad macierzy

Mamy nastepujace wazne twierdzenie.
Twierdzenie 5.1 Dia dowolnej macierzy A € K'"™"
1z (A) = 1z, (A).
Dowdéd. Oznaczmy
k=rz(A) oraz w =1z,(A).

Zauwazmy najpierw, ze permutacja kolumn macierzy nie zmienia ani jej
rzedu kolumnowego (bo to tylko zmiana kolejnosci wektoréw) ani jej rzedu
wierszowego (bo to tylko przenumerowanie wspdéhzednych, identyczne dla
kazdego z wektoréw). Podobnie rzedéw nie zmienia permutacja wierszy.

Dokonajmy wiec, dla uproszczenia, takiej permutacji kolumn, a potem
wierszy, aby otrzymana macierz A byta postaci

A=T1A An],
gdzie Ay € K™k Ay € K™% r7.(A;) = k, oraz

A
AI:|:A;:|7

przy czym A; € K¥F Ay € K™=k ) i= 17, (Af) = 12,4 (A;). Oczywiscie
w1 S w,

bo wiersze A; sa “obcietymi” wierszami A.

Poniewaz wektory-wiersze macierzy A, sa liniowo zalezne od wektoréw-
wierszy macierzy A; to istnieje macierz B € KW' taka, ze AT = AT
B (gdzie kolejne kolumny B sa wspolczynnikami odpowiednich kombinacji
liniowych), czyli Ay = BT x A;. Dla dowolnego Z € K* mamy wiec

Al*f:{Al*x}:{ Ay *x T ]

Ay x & BT« Ay %2

Stad, A, * & = 0 wtedy i tylko wtedy gdy A; « & = 0, a poniewaz kolumny
macierzy A; sa liniowo niezalezne, oznacza to takze liniowa niezaleznosé ko-
lumn macierzy A;. A jesli tak to ich liczba k nie moze przekroczy¢ wy, czyli
wymiaru przestrzeni do ktoérej naleza.
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Otrzymalismy wiec, ze
175 (A) = rz(A) = k < wy < w = 124 (A) = 124,(A).

Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla macierzy A” otrzymujemy
17, (A) <1z (A), a stad ostatecznie 1z, (A) = rzx(A), co nalezalo pokazaé.
Na podstawie twierdzenia 5.1 poprawna jest nastepujaca definicja rzedu

macierzy.

Definicja 5.1 Rzedem macierzy A nazywamy liczbe

17(A) :=rz4(A) = 12, (A).

5.2 Przestrzen zerowa (jadro) macierzy

Dla A € K™" zbiér

nazywamy jadrem macierzy A.
Niech k = rz(A). Zalézmy, ze kolumny macierzy A zostaly tak przesta-
wione, ze otrzymana macierz A ma postaé

A=TA Ayl],
gdzie A; € K™ Ay € K™% oraz 12(A;) = 12(A) (= rz(A)). Jedli
tak to kolumny macierzy Ay sa liniowo zalezne od kolumn macierzy Aj.
W konsekwencji Ay = Aj = B dla pewnej B € KFn=k  Zalézmy teraz, ze
7 € N(A). Przedstawiajac & w postaci

Tr = R ,
Xir

—

6 = A*f: [A] AH} |:§[I[:| :A[*f[+A[[*f]]

71 € K, Zy € K* % mamy

= A[*f[—i-A[*B*fH = A[*(f}‘FB*f[[).
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Ostatnie wyrazenie jest liniowa kombinacja kolumn macierzy A;, a poniewaz
kolumny te sa liniowo niezalezne to kombinacja ta daje wektor zerowy tylko
Wtedy gdy f[ + B % f]] = 0, czyli f] = —Bx f[[. Stad

vy = {[ 7]y exe)

T

= {|: —B :| x T f]]EKnk}.
In—k

—

Przedstawiajac B kolumnowo, B = [51, ..., by_g], otrzymujemy ostatecznie

v =m([]) (2] 2])

gdzie jak zwykle &; € K" jest j-tym wersorem. Poniewaz €i,...,¢€, x sa
liniowo niezalezne to liniowo niezalezne sa tez wektory w powyzszym “span”.

A

Stad dim(NM(A)) = n — k = n — rz(A). Wobec réwnosci dim(N(A)) =
dim(N(A)) (bo permutacja kolumn skutkuje jedynie przestawieniem wspét-
rzednych w jadrze) dostajemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 5.1 Dla dowolnej macierzy A € K™"

dim(N(A)) + dim(R(A)) = n.

5.3 Rozklad wzgledem obrazu i jadra

Zatrzymajmy sie na chwile na przypadku gdy K C C. Poniewaz wtedy

n n
E aj * I‘j = E CL]' * xj
j=1 j=1

(gdzie sprzezenie wektora oznacza sprzezenie “po wspéhrzednych”) to wektory
(dy,...,d,) oraz (di,...,d,) sa jednoczesnie albo liniowo niezalezne, albo

liniowo zalezne. Stad rz(A) = rz(A) (gdzie znéw sprzezenie macierzy oznacza
sprzezenie “po wspohrzednych”). W konsekwencji,

T

1z(A") = 1z2(A") = rz(AT) = 1z(A).
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Latwo mozna tez wywnioskowaé¢ inna wtasno$¢; mianowicie, jesli
A=BxC,
AcKm™" Be K™ C e Kb to
rz(A) < min(rz(B),1z(C)).

Rzeczywiscie, rowno$é¢ A = B xC oznacza, ze kolumny macierzy A sa liniowa
kombinacja kolumn macierzy B, a stad R(A) C R(B) i w konsekwencji
rz(A) < rz(B). Biorac z kolei transpozycje mamy AT = C7 x BT i to samo
rozumowanie daje R(AT) C R(CT) oraz

17(A) = 12(AT) < 12(CT) = 12(0).
Na koniec jeszcze jedno istotne twierdzenie.
Twierdzenie 5.2 Niech K C C i A € K™". Wtedy

K" = R(A) @& N(AY)
K" = R(A") e N(A).

Dowdéd. Wiystarczy pokazaé pierwsza z tych réwnosci. W tym celu naj-
pierw uzasadnimy, ze suma jest suma prosta. Rzeczywiscie, jesli € R(A)N
N(AR) to A x §f = 0 oraz istnieje ¥ € K" taki, ze A x ¥ = ¢. Stad

1712 = 77«5 = (A= D) xf = 77 % (AT x ) = 0,

czyli y = 0 i suma podprzestrzeni jest prosta.
Pozostaje pokazaé, ze wymiar sumy prostej wynosi m. Korzystajac z
wniosku 5.1 mamy bowiem

dim (R(A) @ N(A")) = dim (R(A)) + dim (V(A"))
= dim (R(A)) + [m — dim (R(A™))]
= dim(R(A)) + [m — dim (R(A))]

= m.
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Rozdzial 6

Funkcjonaly liniowe

6.1 Funkcjonaly

6.1.1 Definicja i przyklady

Niech Ak bedzie przestrzenia liniowa, dim(Xjk) < oo.

Definicja 6.1 Odwzorowanie
s: X —-K

nazywamy funkcjonatem (liniowym) na Xjx gdy dla dowolnych a,b € X i
a,f e K
s(axa+bxf)=s(a)*xa+s(b)x*p.

Zbior wszystkich funkcjonatow (liniowych) na Xk oznaczamy przez X*.

Podamy teraz kilka przykladéw funkcjonatéw.
W przestrzeni wektoréw K|"K funkcjonatami sa przeksztalcenia postaci

s(Z) = a” * 7, vy e K",
gdzie a € K" jest ustalonym wektorem. (Tu wyjasnia sie tajemnica nazwania
wezesniej funkcjonatem macierzy jednowierszowej.)

W przestrzeni macierzy Kr;(" funkcjonatami sa np. s1(A) = as3, $2(A) =

tr(A) := Z;n:lri(m”) aj; (jest to slad macierzy), przy czym A = (a;;) € K™".

95
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W przestrzeni wielomianéw P funkcjonalami sa np. si(p) = p(2),
s2(p) = 3x p(=1) = 7+ p(3),

sa(p) = | =0 s = [ st

przy czym p € P".

6.1.2 Przestrzen sprzezona

Na zbiorze X* mozemy w naturalny sposob zdefiniowa¢ dodawanie funk-
cjonaléw s1, s9 € X*,

(s1+ s2)(a) := s1(a) + sz(a), Va € X,
oraz mnozenie funkcjonalu s € X* przez skalar a € K,
(% s)(a) == ax*s(a), Va € X.

Twierdzenie 6.1 Zbior X* z powyzej zdefiniowanymi dziataniami dodawa-
nia funkcjonalow i mnozenia przez skalar jest przestrzenig liniowa nad K.

Dowdd tego twierdzenia polega na bezposrednim sprawdzeniu warunkow
bycia przestrzenia liniowa. Tutaj zauwazymy tylko, ze elementem zerowym
Xﬁ{ jest funkcjonat zerowy, 0*(a) = 0 Va € X, a elementem przeciwnym do
s € X* jest funkcjonatl (—s) zdefiniowany jako (—s)(a) = —s(a) Va € X.

Definicja 6.2 Przestrzen XE{ nazywamy przestrzenia sprzezona do Xk .
Skoro Xk jest przestrzenia liniowa to mozemy spytac¢ o jej wymiar i baze.
Twierdzenie 6.2 Mamy
dim (XE() = dim (Xk) .

Ponadto, jesli uklad wektoréw (ay,as,...,a,) jest baza Xk to uktad funk-
cjonatow (s1, S, ..., S,) zdefiniowany warunkams

L =k
5’““‘”‘{0, j#k.

gdzie 1 < 5,k < n, jest baza XE{
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Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze sp sa formalnie dobrze zdefiniowanymi

funkcjonalami. Dla dowolnego a = 2?21 a; * o; € X mamy bowiem

n n
sk(a) = sy (Z aj * ozj) = Zsk(aj) * Q= Q.
j=1 j=1

Stad s, “zwraca” k-ta wspélrzedna rozwiniecia wektora a w bazie wektoréw
(a1, .., an).

Pokazemy najpierw liniowa niezaleznos¢ funkcjonalow s, 1 <k <n. W
tym celu zalézmy, ze liniowa kombinacja s := Y ;_, si * a = 0*. Wtedy, w
szczegolnosei, dla kazdego j mamy s(a;) = 0, a poniewaz

s(a;) = (Z Sp, * ak> (aj) = Z sp(a;) * a = a;

to a; = 0.
Pozostaje pokazaé, ze funkcjonaly si, 1 < k < n, rozpinaja X*. Rze-
czywiscie, dla dowolnego s € X* oraz a = > | a; * a; € X mamy

s(a) = s (Zaj *aj> = Zs(aj) *
- Z(Ij *s55(a) = (Z 7 *Sj) (),

gdzie 0; = s(a;). Stad s =} 7, 0;*s; jest kombinacja liniowa funkcjonatéw
s; 1 w konsekwencji X* = span(sq, ..., s,).

6.2 Refleksywnosé

6.2.1 RoOwnos¢ X i A
Dla wygody wprowadzimy oznaczenie
s-a = s(a), Vs € X*Vae X.

Zauwazmy, ze zapis s - a mozemy traktowaé jako dziatanie funkcjonatu s
na wektor a, ale tez odwrotnie, jako dzialanie wektora a na funkcjonal s.
Poniewaz dodatkowo dla dowolnych s1,s9 € X* i aq, @y € K mamy

(ag %81+ ag*8y)-a=aq*(s1-a)+ ag*(s9-a),
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mozemy traktowa¢ wektor a jako funkcjonal na Xy, tzn. a € X** := ()"
Mamy wiec X C X**, a poniewaz na podstawie twierdzenia 6.2

dim ()qK) = dim (Xf,‘c) = dim (Xl}}f)
to
X =X

Ostatnia wlasnosé¢ nazywa sie refleksywnosciq. *

Dodajmy, ze jesli (si, ..., s,) jest baza X* sprzezona do bazy (a,...,a,)
to tez odwrotnie, (ay,...,a,) jest baza X** = X sprzezona do (s1,...,s,).
Wynika to bezposrednio z faktu, ze s; - a wynosi 1 dla j = k oraz zero dla

J# k.

6.2.2 Przykiady

Podamy teraz przyktady baz i baz sprzezonych.
Niech Xjx = K|K Baza sprzezona do bazy (€1, ..., €,) przestrzeni wek-

toréw Ky jest (ef,...,el). Stad w szczegdlnosei wymka ze
n\* n T
(K")" = (K")

W ogélnym przypadku, baza sprzezona do dowolnej bazy (di,...,d,) jest

(af,...,al), gdzie wektory a; sa tak dobrane, ze transpozycja macierzy
A = a1, ..., a4,] jest lewa odwrotnoscia macierzy A := [dy,...,d,|, tzn.
AT « A = I,. (Macierz A istnieje, bo istnieje baza sprzezona.)

Niech Xjx = 73&{. Wtedy baze sprzezona do bazy potegowej wielomianow
(1,t,¢%,...,t" 1) tworza funkcjonaly (sy,...,s,) zdefiniowane jako

1 dk—l (k—1)
p| _p"Y0O 3 Vp € P,

V) = G @ e~ = 1)

Jesli zas sg(p) = p(ty), 1 < k < n, gdzie t; < ty < --- < t, sa ustalo-

nymi punktami, to baze sprzezona do bazy funkcjonatéw (sq,...,s,) tworza
wielomiany Lagrange’a (I, ..., 1,) zdefiniowane jako
ot t
L) = 1] — (6.1)
Tty i
j#i=1

1Pokazalimy, ze przestrzenie skoriczenie wymiarowe sa refleksywne. Warto dodaé, ze
wlasnos$¢ ta w ogdlnosci nie zachodzi dla przestrzeni nieskonczenie wymiarowych.
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Rzeczywiscie, tatwo sprawdzié, ze

se(ly) = 1;(te) = { (1): ; ; Z’

6.3 Rozszerzenie rachunku macierzy

6.3.1 Macierze wektorow i funkcjonaléw

W tym miejscu rozszerzymy nieco formalizm rachunku macierzy na macierze
nieliczbowe, ktorych elementami sa wektory, a nawet funkcjonaly. Pomoze
nam to uprodci¢ pewne rachunki na macierzach.

Niech Xk bedzie przestrzenia liniowa i a; € &, 1 < j < k. Wtedy
mozemy formalnie zdefiniowa¢ macierz jednowierszowa wektoréw

A= [al,...,ak] S

851
Dla a = : € K* definiujemy w naturalny sposéb mnozenie
Q
k
A*&::Zaj*aj,
j=1

bedace skrétowym zapisem kombinacji liniowej wektoréw a;.
Podobnie, majac dane s; € X*, 1 < j <[, mozemy zdefiniowa¢ macierz
jednokolumnowa funkcjonaléw

Dla x € X definiujemy w naturalny sposéb mnozenie

S1+ X
S-x = : e Kh.
S+ X
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Co wiecej, iloczyn S - A mozemy réwniez w naturalny sposéb zdefiniowaé
jako macierz

S-A:=(s;-a;) € KM

Rzeczywiscie, tak wladnie mnozymy macierz jednowierszowa przez macierz
jednokolumnowa w przypadku macierzy liczbowych. Ponadto, dla dowolnego
@ € K* spelnona jest réwnosé

S (Axd) = (S-A)*d.

Idac dalej mozemy zapytac¢, czy ma sens mnozenie A przez S. W przy-
padku macierzy liczbowych, mnozenie wektora-wiersza przez wektor-kolumne
jest mozliwe tylko wtedy gdy wektory te maja tyle samo wspétrzednych. Tak
jest tez teraz. Dokladniej jesli k =1 to

k
AxS:= E a; * s,
j=1

i interpretujemy ten zapis jako przeksztalcenie X w X zdefiniowane wzorem

k

(A% S)(x) ::A*(S-x):Zaj*sj-x.

j=1

W szczegdlnosci, a-s dlaa € X'is € X'* jest przeksztalceniem “zwracajacym”
wektor a pomnozony przez warto$é¢ funkcjonatu s.

6.3.2 Posta¢ macierzowa izomorfizmow

Zalézmy teraz, ze dim (X|K) = n oraz (a,...,a,) jest baza X. Niech
A = lay,...,a,] € X" Jasne jest, ze wtedy odwzorowanie f : K" — X
zdefiniowane wzorem

f(@) :=Axd,  VvdeKn

jest izomorfizmem K" w X. Ponadto, izomorfizm odwrotny f~!: X — K"
dany jest wzorem

fz)=S"x, Ve e X,
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51
gdzie S = : e (X*)”’1 oraz (s1,...,S,) jest baza sprzezona do bazy
Sn

(0,1, N ,an).
Sprawdzamy, ze w tym przypadku

S-A:(si-aj)"

ij=1 —

I,
jest identycznoscia w K", oraz ze dla dowolnego r = Axad z a € K"
(AxS)(x) =(A*xS)(Axad) =Ax(S-A)xad=Axd=rz,

czyli A xS jest identycznoscia w X.
Mozemy wiec uznaé, ze S jest odwrotnoscia A, jak rowniez, ze A jest
odwrotnoscia S, tj.
S=A"1! oraz A=S"1
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Rozdzialt 7

Uklady rownan liniowych

W tym rozdziale zajmiemy sie rozwiazywaniem ukladéw réwnan liniowych

(2.2). Stosujac zapis macierzowy zadanie formulujemy nastepujaco.

Dla

danej macierzy (wspdtczynnikow) A € K™" oraz wektora (wyrazéw wol-

nych) beKnm nalezy znalezé wszystkie wektory (niewiadome) Z spetniajace

rownosé

Axi =0

7.1 Zbior rozwiazan

7.1.1 Twierdzenie Kroneckera-Capelliego
Mamy trzy mozliwosci:
(i) Vi e K"  Axi # b uktad jest sprzeczny

—
(ii) IFr e K" Axd= b = uklad jest niesprzeczny
—

(i) 137 e K* AxZ=b

uklad jest oznaczony !

Twierdzenie 7.1 (KRONECKERA-CAPELLIEGO)
Uklad A x ¥ = b jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy

-

rz(A) = rz([A, b]),

tzn. rzqd macierzy A jest réowny rzedowi A rozszerzonej o wektor b.

1Symbol “I3” czytamy jako “istnieje dokladnie jeden”.

63

(7.1)
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Dowéd. Jedli rz([A, 5]) = 1z(A) to wektor b nalezy do przestrzeni rozpietej
przez wektory-kolumny macierzy A. To zas oznacza, ze b jest liniowa kom-
binacja tych wektoréw. Wspdlczynniki tej kombinacji tworza rozwiazanie &
uktadu.

Z drugiej strony, jesli istnieje ¥ € K" taki, ze AxZ = b to I;jest kombinacja
liniowa wektoréw-kolumn macierzy A, czyli b nalezy do przestrzeni rozpietej
na tych wektorach. To za$ implikuje ze rz([A, b]) = rz(A) i koficzy dowdd.

Mozemy rownowaznie stwierdzi¢, ze uklad A x ¥ = b jest niesprzeczny
wtedy i tylko wtedy gdy b e R(A), czyli wektor wyrazéw wolnych lezy w
obrazie macierzy wspotczynnikow.

7.1.2 Zbiér rozwiazan jako warstwa

Niech

-

LAD) = {ZeK": AxT=b}
b

bedzie zbiorem wszystkich rozwiazan ukladu A x ¥ =

Definicja 7.1 Powiemy, zZe dwa uktady, A, % & = 51 oraz Ay x T = 52, 5a
rownowazne gdy maja ten sam zbior rozwiazan, tzn. gdy

L(A1, b)) = L(As, by).

Twierdzenie 7.2 Jesli uktad AxZ =10 jest niesprzeczny to zbior rozwiqzan
LIAD) = {F+7: TEN(A)} = W (&, N(A)),
gdzie Ty jest dowolnym rozwigzaniem szczegolnym uktadu.
Dowdéd. Jedli 7y jest rozwiazaniem szczegdlnym i i € N(A) to
A (Bo+7) = Ao+ Axf=b+0=0b,

czyli &y + ¢ jest tez rozwiazaniem. To za$ implikuje ze W (%o, N'(A)) C
L(A,D).

7 drugiej strony, jesli AxT = bto Ax (Z—17p) = b—b =0, czyli (—17) €
N(A). A wiec T = Zo+ (¥ — Zy) jest z jednej strony rozwiazaniem ukladu, a

-

z drugiej elementem warstwy W (%o, N (A)). Stad L(A,b) C W (Zo, N'(A)).
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7.1.3 Uklady nieosobliwe

Rozpatrzmy przez chwile uktady z macierzami kwadratowymi.

Twierdzenie 7.3 Macierz kwadratowa A € K™ jest nieosobliwa wtedy i
tylko wtedy gdy rz(A) = n.

Dowdd. Wobec nieréwnosci
n=rz(I,) =rz2(A* A™") < min (rz(A),rz(A™"))

mamy, ze jesli A jest nieosobliwa to rz(A) = n = rz(A™!). Z drugiej strony,
jesli rz(A) = n to kolumny A sa wektorami liniowo niezaleznymi. Stad
istnieje macierz X € K™" taka, ze A x X = [,,. Podobnie, istnieje Y € K™"
taka, ze AT xY = 1I,, czyli YT x A = I,. Ponadto

Y =YT5 L, =(YT+A)«X=1,%X =X,
tzn. odwrotnosci lewostronna i prawostronna istnieja i sa sobie réwne, A1 =
X =Y7T. To koriczy dowdd.

Wiemy, ze jesli macierz kwadratowa A jest nieosobliwa to rozwiazaniem
uktadu A+7 = b jest 7 = A1 b i jest to jedyne rozwiazanie, tzn. uklad jest
oznaczony. Ale tez odwrotme jesli uktad A x ¥ = b z macierza kwadratowa
A jest oznaczony dla pewnego l; to macierz A jest nieosobliwa. Rzeczywiscie,
wtedy jadro N(A) = {0}. To znaczy, ze wektory-kolumny macierzy tworza
uklad liniowo niezalezny i rz(A) = n. Na podstawie twierdzenia 2.1 wnio-
skujemy ze A jest nieosobliwa.

Whniosek 7.1 Niech A bedzie macierzg kwadratowq. Uktad A x ¥ = l;jest
oznaczony wtedy 1 tylko wtedy gdy A jest nieosobliwa.

7.2 Efektywna metoda rozwiazania

Dla danej macierzy A € K"™" i wektora be K™ chcemy zbadaé, czy ukiad
(7.1) jest niesprzeczny, a jesli tak to znalezé zbidr jego rozwiazan (warstwe)

L(A,b) = Ty + N(A),

gdzie N'(A) = span(Zs,1, Zst2,- -, 2n) 1 8§ = 12(A).
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7.2.1 Ogodlny schemat

—

Najpierw wyznaczymy s = rz(A) i t = rz([A,b]), a nastepnie w przypadku
s = t skonstruujemy rozwiazanie szczegdlne Ty oraz baze Zs.1,..., 2, jadra
N(A).

Ogdlny schemat postepowania prowadzacy do postaci réwnania, z ktérego
mozna juz stosunkowo latwo odczytaé¢ rozwiazanie jest nastepujacy. Star-
tujac z ukladu wyjsciowego (7.1), ktéry oznaczymy przez (Up), kolejno dla
k=1,2,...,s konstruujemy “prostsze” i (prawie) réwnowazne (Up) uktady
(Up) z macierzami A®) tego samego formatu co A. Macierz A®) ukladu
docelowego (Uy) okaze sie tréjkatna gorna.

Dopuszczamy przy tym nastepujace operacje na uktadnie rownan:

(i) zamiana kolejnosci réwnan (wierszy macierzy),
(ii) zamiana kolejnosci niewiadomych (kolumn macierzy),

(iii) dodanie do jednego z réwnari innego réwnania pomnozonego przez ska-
lar.

Zauwazmy, ze operacje (i) oraz (iii) prowadza do ukladéw réwnowaznych,
za$ (ii) powoduje jedynie zmiane kolejnosci niewiadomych. W szczegdlnosci,
rzad macierzy ukladu nie ulega zmianie.

Schemat sprowadzania ukladu wyjsciowego do postaci z macierza troj-
katna gérna przy pomocy zdefiniowanych operacji, ktory teraz doktadniej
opiszemy, nazywamy ELIMINACJA (GAUSSA.

7.2.2 Eliminacja Gaussa

Zalézmy, ze wykonalismy juz k przeksztatcen uktadu wyjsciowego,
gdzie 0 < k < s — 1, otrzymujac uktad

AP 5 7B — Fo)

Z macierzg

R, T,
k) _ ko Lk
ao =[]



7.2. EFEKTYWNA METODA ROZWIAZANIA 67

gdzie Ry € TRIU* jest kwadratowa i nieosobliwa macierza trojkatna gorna.
Oczywiscie, zalozenie to jest spelnione dla k = 0, czyli dla ukladu wyjscio-
wego, bowiem wtedy A©) =V, = A.

KROK (k 4 1)-SZY ELIMINACJI

1. Wybieramy w V), element rézny od zera, powiedzmy v, , # 0, k +1 <
p<m, k+1<q<mn. (Taki element istnieje, bo inaczej mielibySmy
17(A) = 12(AR) = k < s = 12(A).)

2. Przestawiamy wiersze (k + 1)-szy z p-tym oraz kolumny (niewiadome)
(k + 1)-sza z g-ta.

3. Dokonujemy eliminacji (k + 1)-szej niewiadomej z réwnan od (k + 1)-
szego do m-tego odejmujac od réwnania i-tego réwnanie (k + 1)-sze
pomnozone przez

ligs1 = ag’kk)ﬂ/aﬁmﬂ, dlai=k+1,k+2,...,m.

(Tutaj ag’k;-) oznacza element aktualnie stojacy na przecieciu i-tego wier-
sza 1 j-tej kolumny macierzy ukladu).

Po wykonaniu (k + 1)-szego kroku metody dostajemy uklad z macierza
A+ ktéra ma wyzerowane wspolezynniki o indeksach (4,7) dla 1 < j <
k+1, 5 <1< m.

Po wykonaniu s = rz(A) krokéw dostajemy uktad (Us) postaci

AB) 78 — 5(8)7
przy czym

R, T.
(s) __ s s
=[]

a wektor 7 rézni sie od 7 jedynie przestawieniem (permutacja) wspol-
rzednych. Rzeczywiscie, gdyby odpowiednia podmacierz V, macierzy A®)
byla niezerowa to mielibyémy rz(A) = rz(A®) > s.

Dodajmy jeszcze, ze w przypadkach s = 01 s = min(m, n) niektére bloki
macierzy A® s puste.
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7.2.3 Konstrukcja rozwiazania ogdlnego

(s) g) p(s)
$ = (s) y b =
L

gdzie T} ),b c K, ff,? c K, 135? € K™% uklad (U,) mozemy zapisaé
jako

Przyjmujac
by

by

Y

R*ﬁ(s + T, * ¥ (5) = EIS)
52

Jesli teraz 52) # 0 to uklad jest sprzeczny i nie ma rozwiazan. Jesli zag
by =0 to uklad (U,) redukuje sie do

R @) + T+ ) = by

Provi . —(s) 6’ t . . . 51
yjmujac ;7 = 0 otrzymujemy rozwiazanie szczegélne

(s ﬁO
=[]

gdzie 1y € K* jest rozwiazaniem nieosobliwego uktadu
R, * iy = by
z macierza trojkatna dolna R,.
Baze jadra macierzy A,
N(A®) = N([R,, T.]),

znajdujemy rozwiazujac (n — s) liniowo niezaleznych rozwiazan uktadéw jed-
norodnych
R+ 2 + Tyx 2 =0

kladac kolejno za fgf) Wersory €i, €, ..., ¢e,_s € K" *. Oznaczajac

T _[S+17ts+27"'7t_;L]

otrzymujemy

79 = { i 1 , gdzie R, * ﬁ’gs) = 5,
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s+ 1 < j <n. Ostatecznie dostajemy
LA® B = 7, + span(iﬁl, 29,

n

Sa to rowniez wszystkie rozwiazania uktadu wyjsciowego, z dokladnoscia do
odpowiedniej permutacji wspdétrzednych.

7.3 Interpretacja macierzowa eliminacji

Zobaczymy teraz jak proces eliminacji Gaussa wyglada z punktu widzenia
rachunku macierzy.

7.3.1 Analiza operacji elementarnych

Zaltézmy najpierw, dla uproszczenia, ze nie musimy wykonywaé przestawien
ani wierszy ani kolumn ukladu (tzn. w kazdym kroku element k-ty na gléwnej
przekatnej jest niezerowy). Wtedy eliminacja w k-tym kroku odpowiada
mnozeniu macierzy A%*~1) z lewej strony przez macierz kwadratowa

o -
1
Ly =1, —lyxél = 1 e K™,
—lpy1,k
L _lm,k 1 |
gdzie l_,; =10,...,0,lks1ky- s lmp)” oraz
(k=1)
;i )
lig = D E+1<i<m. (7.2)
Ak
Dlatego
AV = L« A,
A(Q) = LQ * A(l) = LQ X* L1 * A,

A(S) — LS*A(Sil):"‘:Ls*Lsfl*"'*Ll*A,
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astad A= (L' %---x L7Y) % AB),
Zauwazmy teraz, ze

Li_lz([m_l:*é?)_l:(Im‘{'l:*é‘zr)'

Rzeczywiscie, wobec tego, ze €; * [; = 0 mamy bowiem

—

Ly = L% @) s (Lp + ;% @) = Ly — (€7 % ;) x @ = I,.

Stad
Lits - L7V = (Ly+hxé) s s (L, + 1 &)
= Im—i_l_‘l*é?_'_"‘_'—l_;*é?
Oznaczajac L= Lt % - % L7Y oraz R := A® otrzymujemy ostatecznie

rozklad (faktoryzacje) macierzy,

A:ﬁ*]:?,
gdzie
A L 0 mam s | RT mon
[0 ]exen a=[R T]cxem

L € TRIL*® jest kwadratowa macierza tréjkatna dolna z jedynkami na
gtownej przekatnej oraz R € TRIU®? jest macierza trojkatna gérna.

Dodajmy jeszcze, ze wspélczynniki [; ;, macierzy Lsadlal <k < s,
k < i < m, zdefiniowane przez (7.2).

Rozpatrzmy teraz ogdlny przypadek, gdy dokonujemy przestawien wier-
szy i/lub kolumn macierzy. Przypomnijmy, ze przestawienie wierszy i-tego z
J-tym jest rOwnowazne pomnozeniu macierzy przez elementarna macierz per-
mutacji (transpozycje) T; ;, natomiast pomnozenie macierzy z prawej strony
przez T;; jest rownowazne przestawieniu kolumny i-tej z j-ta. Dlatego w
obecnodci przestawien dostajemy

AV = LixTy, x AxTy,,
A® = Lo xT5,, * AW Tog, = LoxThp, x Ly x Ty x Ax Ty g % Tog,
AB) = [« Top, -k Thp, % Ly xTy p x ATy g % Togy - x Ty,

przy czym zawsze ¢ < p;, j < g, 1 <i,5 <'s.
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Zauwazmy, ze

T27p2 * Ly % T17p1 = (T27p2 * Ly % T27p2) * T27p2 * Tl,Pr

Dalej
Topy # Ly % Topy = Topy Iy — Iy % €7) % Top,
Im (T27p2 * ll) * (51 * T2 Pz)
= L,— D¢
1
=: L§ ),

gdzie Lgl) rozni sie od L; jedynie przestawieniem wyrazow 2-go i ps-go w
pierwszej kolumnie. Uogdlniajac to rozumowanie dostajemy

LyxTsp, *---xThp, x Ly T,
= LoxTsp, x--- % Loyx Lgl) * Ty x 11 p,
= L x TS,’ps Koo K (T3,p3 * Lo x T37p3) * (T3,p3 * Lgl) * T37p3)

*T3,P3 * TQ,pz * Tl,m

= Ly T,y %Ly« L& « L « Ty, « Ty, % oy,

= (Lff‘l) * L(S:ll) - Lgs_l) * Lgs_l) * Lgs_l)) sk (Top, %+ % T1p).

S
Definiujac macierze permutacji
~1 T ._ .
Q :Q T TLQl *"'*T&qs? P_ T&ps*”'*Tl,Pl?
otrzymujemy ostatecznie

AB) — Lgsfl)*u-*Lgsfl)*P*A*QT:]%,

czyli pozadany rozkiad o
PxAxQT =Lx*R,

L= D) wo s (L)1, R = A,

7.3.2 Rozklad trdjkatno-trojkatny macierzy

Wynikiem naszej analizy jest nastepujace twierdzenie.



72 ROZDZIAL 7. UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

Twierdzenie 7.4 (0 ROZKLADZIE TROJKATNO-TROJKATNYM MACIERZY)
Dla dowolnej macierzy A € K™" rzedu s istnieja (na ogot niejednoznaczne)
macierze permutacji P € K™ 1 Q) € K™" takie, Ze macierz A=PxAx QT
ma jednoznaczny rozktad trojkatno-trojkatny

~

A=1LxR,

gdzie Le Km™m, Re K™, lA“ =1V,

A - [RT
i) o)

L € TRIL*®, R € TRIU®".

Dowdd.  Istnienie rozkladu udowodnilismy przez konstrukcje macierzy Li
R (za pomoca eliminacji Gaussa). Aby pokazaé¢ jednoznaczno$¢, przedsta-
wimy A w postaci blokowej,

2 { A Agg

A= , A € K7,
Asy A2,2:| b

Wtedy dla danego rozkladu A=LxR mamy
ALl:L*R, ALQ:L*T, AQJZH*R, A272:H*T.

Gdyby istnial inny rozklad z macierzami L i R to mielibysmy L+ R = L * R,
czyli

L '«+T=R+R "
Po lewej stronie ostatniej rownosci mamy macierz tréjkatna dolna z jedyn-
kami na przekatnej, a z prawej tréjkatna gérna. To wymusza L~ x L =
Iy, = R x R_l, czyli L = L'i R = R. Jednoznaczno$é pozostalych blokéw w
rozktadzie wynika z réwnosci T'= L'« A1 1 H = Ay; x R71.

7.4 Eliminacja bez przestawien

Podamy teraz warunek konieczny i dostateczny na to, aby istniat rozklad
tréjkatno-trojkatny oryginalnej macierzy A, a tym samym, aby eliminacja
Gaussa byta wykonalna bez przestawien wierszy i/lub kolumn.
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Twierdzenie 7.5 Aby macierz A = (a;;) € K™" rzedu s miata rozktad
trajkatno-trojkatny bez przestawien wierszy i/lub kolumn potrzeba i wystar-
cza, ze wszystkie macierze katowe Ay = (ai,j)ﬁjzl ce K dlak=1,2,...,s
sq nieosobliwe.

Dowdéd.  Jedli macierz ma rozktad A = LxR to A = f)k *Rk jest nieosobliwa
dla 1 < k < s. Dowédd w druga strone podamy przez indukcje po s. Dla
s = 1 twierdzenie jest oczywiste, bo wtedy a;; # 0 i eliminacja pierwszej
kolumny jest wykonalna. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla s — 1.

Oznaczajac
A1 a
Ay = 3
3 [ el s s } ’

mamy z zalozenia indukcyjnego, ze istnieje rozklad A,_; = LG~V s RE~D dla
pewnych nieosobliwych macierzy

LD ¢ TRILS 1 oraz ROV ¢ TRIUS b1,

Oznaczajac

s-1) 3 Re-1
s _ | L 0 () — |
L [ﬁT 1}’ i {OT }

i rozwiazujac réwnanie A®) = L) « R®) otrzymujemy
a = LUV« l;,
&= gT+«REY  (albo (RENTxg=2),

T T
ass = ¢ *b—l—rs,sa

)

skad kolejno wyliczamy l_;, g 1rss. Rozklad tréjkatno-tréjkatny macierzy
katowej A®) w oczywisty sposéb implikuje juz rozklad calej macierzy A.

Na koniec podamy wazne klasy macierzy, dla ktérych eliminacja Gaussa
jest mozliwa bez przestawien wierszy i/lub kolumn. Sa to macierze:

(a) diagonalnie dominujace wierszami

n

> Y Jayl, 1 gzgn}.

i#j=1

WD = {4 = () €K™+ Jay
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(b) diagonalnie dominujace kolumnami

KDD"" = {A € K"": AT ¢ WDD""}.

(c) hermitowskie dodatnio okreslone

HPD™" = {A e K" : A = AorazVZ # 02 « A+ 7 > 0},

(d) hermitowskie ujemnie okreslone

HND™" = {4 € K™ : (—A) € HPD"™"}.

Aby pokazaé, ze w tych przypadkach przestawienie wierszy /kulumn nie
jest konieczne, wykazemy, ze spelnione sa zalozenia twierdzenia 7.5.

W przypadku (a) zauwazamy, ze jesli A € WDD™" to A jest nieosobliwa,
N(A) = {0}. Jedli bowiem AxZ =017 # 0 to dla p takiego, ze |z,| = ||Z]
mamy a,Tp + ., ap;r; =0, a stad

|app| < Z |y,

J#p

< Z |ap7j’7

J#p

i
Tp

co przeczy dominacji gléwnej diagonali macierzy. Uzasadnienie uzupelnia
obserwacja, ze jesli A € WDD™" to réwniez macierze katowe A, € WDD**,
1<k <n.

Dla przypadku (b) wystarczy zauwazyé, ze jesi A € KDD™" to AT €
WDD™", oraz wykorzystac¢ fakt, ze nieosobliwo$¢ A jest réwnowazna nieoso-
bliwodci AT

W przypadku (c) (i zupelie podobnie w (d)) zauwazamy, ze kazda ma-
cierz A € HPD™ jest nieosobliwa. Jedli bowiem @ # 01 A% 7 = 0 to
#M « A %« ¥ = 0. Ponadto, wszystkie macierze katowe A, € HPD** bo dla
dowolnego niezerowego 7 € K* mamy

L1 H N
gH*Ak*gj:[%} *A*{%] > 0.



Rozdzial 8

Przeksztalcenia liniowe

8.1 Podstawowe pojecia i wlasnosci

Niech Xk i Vjx beda dwiema przestrzeniami liniowymi nad tym samym
cialem K.

Definicja 8.1 Przeksztatcenie f : X — Y nazywamy przeksztalceniem linio-
wym X w ) jesliVx,y € X Va, 8 € K zachodzi réwnosc

flexatyxp)=flz)xa+ fly) 5.

8.1.1 Obraz, jadro i rzad przeksztalcenia

Dla X} C X, zbior
f(X) ={f(z): v € X1}

nazywamy obrazem zbioru A.

Jesli X} jest podprzestrzenia X to f(X}) jest podprzestrzenia ). Rze-
czywiscie, jesli yq,ys € f(&) to dla pewnych xq, x5 € X3 mamy y; = f(xq) i
y2 = f(z2). Stad dla dowolnych ay, ay € K mamy

Y1 e +ysxag = fxg) xap + f(z2) kg = f(xy % a1 + 23 %x ) € f(X)).

W szczegdlnosci, f(X) oraz f({0}) = {0} sa podprzestrzeniami.

Latwo réwniez sprawdzi¢, ze obrazem warstwy W (zg, X;) C X jest war-
stwa W (f(xo), f(X1)) € Y. A wiec bycie podprzestrzenia, elementem zero-
wym albo warstwa sa niezmiennikami przeksztatcen liniowych.

5
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Podobnie jak dla macierzy definiujemy obraz przeksztalcenia liniowego f
im(f) == f(X) ={f(z): € X} C D,

jego jadro
ker(f) ={x e X: f(z) =0} C X,

oraz rzqd
rank(f) := dim(im(f)).

Oczywiscie, jadro jest tez podprzestrzenia.

Twierdzenie 8.1 Dia dowolnego przeksztalcenia liniowego f mamy
dim (&) = dim (im(f)) + dim (ker(f)).
Dowdd. Niech X bedzie tak zdefiniowane, ze
X =X @ ker(f).
Wtedy dim(X) = dim(X;) + dim(ker(f)). Pokazemy, ze dim(im(f)) =
dim(X;). W tym celu zauwazmy, ze kazdy z € X mozna jednoznacznie
przedstawi¢ jako x = z1 + o, gdzie 1 € X} 1 xy € ker(f). Stad
im(f) = {f(z1+20) : @1 € X1, w9 € ker(f)} ={f(21) : 21 € X},
Teraz wystarczy pokazaé, ze dim (X)) = dim(f(X})). Rzeczywiscie, niech
A=[ry,...,7,] € X"
bedzie baza X (s = dim(A})) oraz
B = [f(z1),.... f(z5)] € Y.
Wtedy f(&X1) = span(f(z1),..., f(vs)) oraz ukiad {f(z;)}5-; jest liniowo
niezalezny. Jesli bowiem B x & = 0 to réwniez f(A * @) = 0. Poniewaz

Axd ¢ ker(f)\ {0} to A*d@ = 01 z liniowej niezaleznosci {z;}5_, dostajemy
& = 0. Otrzymalismy, ze B jest baza f(&)) i dim(f(X))) = s = dim(AX)).
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8.1.2 Przykiady

e Kazda macierz A € K™" moze by¢ identyfikowana z przeksztalceniem
liniowym f : K" — K danym wzorem

f(Z)=AxZ, 7 e K"

Wtedy im(f) = R(A), ker(f) = N(A) oraz rank(f) = rz(A). Twier-
dzenie 8.1 sprowadza si¢ w tym przypadku do wniosku 5.1.
W szczegdlnosei, funkcjonaly liniowe sa przeksztalceniami liniowymi.
Wtedy A € K™ oraz ) = K.

e Niech f : 79|1I2 — 73‘1;2, f(p) = p” (druga pochodna). Wtedy ker(f) =
73|2R iim(f) = 77|8R.

e Jesli zas w poprzednim przyktadzie f(p) = p' — p to im(f) = Pllfg oraz
ker(f) = P = {0}.

8.1.3 Roéznowartosciowosé

Twierdzenie 8.2 Na to, aby przeksztatcenie liniowe f : X — Y bylo réino-
wartosciowe potrzeba i wystarcza, ze ker(f) = {0}.

Dowéd. Jesli f jest roznowartosciowe to tylko dla = 0 mamy f(z) = 0,
czyli ker(f) = {0}. Z drugiej strony, jesli ker(f) = {0} i f(z1) = f(x2) =0
to f(x; —x9) =0, astad 1 — x5 = 01 21 = 9, co koniczy dowdd.

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze jesli ker(f) = {0} to istnieje prze-
ksztalcenie “odwrotne” f~! :im(f) — X takie, ze Vo € X f1(f(x)) = x
oraz Yy € im(f) f(f*(y)) = y. Ponadto f~! jest liniowe, bo jesli ¥,y €
im(f) to definiujac x1 = f~'(y1) i 22 = f~'(y2) mamy

T xar+yxan) = [ (f(z) xon + f(x2) * o)
F7H(f (21 % o 4 22 % @)
= T1*Q]+ To*k Qo
FH ) * an + fH (ye) * as.

Méwiac inaczej, kazde réznowartosciowe przeksztalcenie liniowe f : X — Y
ustala izomorfizm pomiedzy X i swoim obrazem im(f) C ).
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8.1.4 Przestrzen przeksztalcen liniowych

Zbiér wszystkich przeksztalcen liniowych z X w ) tworzy przestrzen liniowa
nad K, jesli dzialania dodawania przeksztalcen i mnozenia przez skalar zde-
finiowane sa w naturalny sposéb jako:

(ax f)(x) =axf(z),  (f+9)(r)=f(z)+g(z).

Przestrzeil ta oznaczamy (X — V) albo Lin(X, ). Oczywiscie, elementem
neutralnym (zerowym) tej przestrzeni jest przeksztalcenie zerowe, a przeciw-

nym do f jest (—f).
Podobnie jak dla funkcjonaléw, dla wygody bedziemy czesto stosowad
zapis
frx = f(z), Vf e Lin(X,)) VeeX.

Uwaga. Zauwazmy, ze wobec rownosci
(axf+Brg)-a=ax(f-z)+8%(g )
kazdy wektor x € X moze by¢ traktowany jako element przestrzeni
Lin (Lin(X,Y),)).

Jednak w ogdlnosci nie mamy réwnosci pomiedzy Lin (Lin(X,Y),YV) i X,
tak jak jest w przypadku )Y = K.

8.2 Macierz przeksztalcenia liniowego

8.2.1 Definicja
Niech dim(&X') = n, dim()) = m. Niech
A=[r,.. .z, €X B={[y,....,ym] €I"™
beda odpowiednio bazami X i ). Wtedy
X={Axd:deK", Y={Bxb:becK"}.

Przypomnijmy, ze B~! jest wektorem funkcjonatéw,
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gdzie r; € Y*, 1 < j < m, tworza baz¢ )* sprzezona do B.
Niech f : X — Y bedzie przeksztalceniem liniowym iy = f - z. Prayj-
mujac x = A xad iy =B *xb mamy

b = By =B"'-(f 1)
= B '-(f-(Ax*q)) = (B’l'f-A) *xd
= F=xda,
gdzie F' € K™",
F=B"1 f. A,
jest macierza o wyrazach f; ; = r;(f(x;)), tzn. w j-tej kolumnie macierzy F'
stoja wspélczynniki rozwiniecia wektora f(z;) w bazie [y1, ..., Ym]-

Definicja 8.2 Macierz liczbowqg F = B! - f - A nazywamy macierza prze-
ksztalcenia f: X — ) w bazach A ¢ B odpowiednio przestrzeni X i ).

8.2.2 Izomorfizm Lin(X,)) i K™"
Niech @ : Lin(X,)) — K™,
O(f)y =B f-A,  VfELinX,)).

Odwzorowanie ® przyporzadkowujace przeksztalceniu liniowemu jego ma-
cierz jest liniowe (zachowuje kombinacje liniowe). Jesli bowiem ®(f) = F' i

®(g) =G to
Dlaxf+Bxg) = B -(axf+PBxg)-A
— ax (B f-A) +Bx(B g A)
= ax®(f)+ 3 2(g).

Ponadto, tatwo sprawdzi¢, ze ® jest wzajemnie jednoznaczne i odwzorowanie
odwrotne ® : K™" — Lin(X,))) wyraza sie wzorem

P HF) =B+ FxA VF ¢ K™".

Stad @ jest izomorfizmem a przestrzenie Lin(X,)) i K"™" sa izomorficzne.
Poniewaz dla przestrzeni macierzy mamy dim(K"™") = m - n, otrzymu-
jemy w szczegblnosci wniosek, ze

dim (Lin(X,Y)) = dim(X) - dim(Y).
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Przyktadowa baze Lin(X,)) tworza przeksztalcenia ¢;;, 1 < i < m, 1 <
j < n, dane wzorem ¢; ; = ®1(E; ;) (gdzie E;; ma jedynke na przecieciu

i-tego wiersza i j-tej kolumny, a poza tym zera). Dokladniej, dla =z = A x @,

a=[ag,...,a,]7, mamy

fijrr=B*ExAT) xAxd=Bx(E;*ad) = (B*&)*a; =gi*aq.

8.3 Dalsze wlasnosci macierzy przeksztalcen

8.3.1 Obraz i jadro przeksztalcenia/macierzy
Twierdzenie 8.3 Mamy

im(f) = B*R(F) = {Bxb: beR(F)},
ker(f) = A*N(F) = {Axd:aeN(F)}

Dowdéd. Bezposrednio sprawdzamy, ze
im(f) = {f-2:2eX} ={fAxa:adeK"}
= {B+xB "' -f-A)xd:dcK"} = {BxFxa:aecK"}
— {Bxb: be R(F)},
oraz
ker(f) = {ze€X: f-2=0} = {AxdeX: f-Axd=0}
{Axad:Bx(B ' f-A)xa=0}
{Axd:BxFxd=0} = {Axad: Fxd=0}
= {Axd: daeN(F)}.

Na podstawie twierdzenia 8.3 mozemy powiedzie¢, ze B (B™!) jest izo-
morfizmem R(F) w im(f) (im(f) w R(F)), a A (A™!) jest izomorfizmem
N(F) w ker(f) (ker(f) w N(F)).

8.3.2 Zmiana bazy

Zastanéwmy sie jak wyglada zaleznosé pomiedzy wspédtezynnikami rozwinie-
cia danego wektora x € X w dwdch réznych bazach A i B przestrzeni X.
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Formalnie mozemy rozpatrzy¢ macierz przeksztalcenia identycznosciowego
f=idy: X = X, idy(z) = x. Zapisujac x z jednej strony jako x = A x @, a
z drugiej jako x = B *x b otrzymujemy

b = (B_1~A)*EL’.

Macierz F' = B~' - A € K™ o wspdlezynnikach f;; = r; - x; nazywa sie
macierzqg zmiany bazy z A na B.
Oczywiscie, macierz zmiany bazy jest nieosobliwa.

Podamy teraz charakterystyczny przyklad zmiany bazy. Niech A|x = Pﬁ{
bedzie przestrzenia wielomiandéw stopnia co najwyzej n — 1. Rozpatrzmy
baze potegowa A = [1,¢,t%,...,t""!] oraz baze B = [l1,...,1,], gdzie I; sa
wielomianami Lagrange’a zdefiniowanymi w (6.1) dla ustalonych weztéw ¢; <
ty < -+ < t,. Wtedy funkcjonaty i, 1 < k < n, tworzace macierz B~!, dane
sa wzorem 1(p) = p(ty) Vp € Plr- Stad wspélezynniki macierzy przejscia
F=B"1-AeK" wynosza f;; = (t;)7, czyli

1t t2 .. !
1ty t2 - tyt
F=1|. 7 g
1 t, t2 ... ot

Jest to macierz Vandermonde’a. Zauwazmy, ze “przy okazji” pokazalismy, iz
macierz Vandermonde’a, jako macierz zmiany bazy, jest nieosobliwa.

8.3.3 Zlozenie przeksztalcen
Niech f € Lin(X,))ig € Lin(Y, Z). Wtedy zlozenie (superpozycja)
gof: X — Z,

(go f)(x) = g(f(x)) Vzx jest tez liniowe, tzn. (go f) € Lin(X,)). Rze-

czywiscie,

(go fi(mixar +xaxaz) = g(f(x1)* a1+ f(x2) * 2)
(go f)(w1) x a1+ (g o f)(za)aa.



82 ROZDZIAL 8. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE

Twierdzenie 8.4 Niech A, B ¢ C beda odpowiednio bazami przestrzeni X,
Y i Z. Niech f € Lin(X,)), g € Lin(Y,2), a F, G beda odpowiednio
macierzami przeksztatcen f i1 g w podanych bazach. Wtedy macierz ztoZenia
h=go fe€ Lin(X,Z) wynosi

H =GxF.
Dowdd. Rzeczywiscie, mamy bowiem

H =CYh-A=C'lyg-f-A
= (C'g-B)«(B " f-A)
G« F.



Rozdziat 9

Wyznacznik macierzy

9.1 Definicja i pierwsze wlasnosci
Niech A bedzie macierza kwadratowa nad cialem K,

Definicja 9.1 (PRZEZ ROZWINIECIE LAPLACE’A)
Wynacznikiem macierzy kwadratowej n x n nazywamy funkcje

det, : K" — K,
zdefiniowana rekurencyjnie w nastepujacy sposob:
(n=1) dety(A) :=dety([ar1]) = a1,
(n>2) det,(A4):=>" (—1)"a;, - dety,—1(4in),

gdzie A;,, € K11 jest macierza powstata z A poprzez usuniecie z niej
1-tego wiersza i n-tej kolumny.

Zgodnie z definicja mamy

dety(A) = a11022 — 12097,
det3(A) = (1,1022033 + 12023031 + 01,302,103 2

—@1,1G2,303,2 — (1,2G02103,3 — 413022031,

det4(A) =

33
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Whprost z definicji rekurencyjnej tatwo réwniez zauwazy¢, ze dla macierzy
identycznosdciowej mamy det,, (I,,) = 1. Ogdlniej, jesli A jest macierza réjkat-
na dolna lub tréjkatna gorna, A € TRIL™"™ U TRIU™", to

detn(A) = ﬁ Q5.
=1

Jesli format macierzy jest znany lub nieistotny to dalej bedziemy dla
uproszczenia pisaé¢ det(A) zamiast det,,(A).

Twierdzenie 9.1 Wyznacznik jest funkcjq liniowq ze wzgledu na dowolng
kolumne macierzy, tzn.

det([d@,...,dp * a4 a,xa, ..., )

—/ —

= det([dy,...,dp,...,d]) xa+det([dr,...,d, ... d])*d,

I<p<n.
Dowdd. Rzeczywiscie, rownosé w oczywisty sposob zachodzi dla n =1, a

dla n > 2 wystarczy osobno rozpatrzy¢ dwa przypadki,p=nil <p <n—1,
oraz skorzysta¢ z definicji rekurencyjnej.

7 twierdzenia 9.1 mamy od razu, ze det([...,0,...]) = 0. Natomiast
stosujac twierdzenie 9.1 kolejno do kazdej z kolumn macierzy otrzymujemy,
ze dla dowolnej macierzy diagonalnej D = diag(ay, as, ..., ay)

n

det(A x D) = det([dy * o, ..., ay * ay)) = det(A) - Hai. (9.1)

i=1
W szczegdlnosci,

det,(a*x A) = ™ - det, (A) oraz det,(—A) = (—1)" - det,,(A).

9.2 Wyznacznik a operacje elementarne

9.2.1 Permutacja kolumn

Twierdzenie 9.2 Przestawienie roznych kolumn macierzy zmienia znak wy-
znacznika, tzn. dla dowolnej transpozycji T, 4, D # q,

det(A*T,,) = —det(A).
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Dowéd. (Indukcja wzgledem n.)

Dla n = 1,2 wzdr sprawdzamy bezposrednio z definicji. Dla n > 3 rozpatru-
jemy trzy przypadki.

(a) 1<p<g<n-—1.

Korzystajac z zatozenia indukcyjnego mamy

n

det,(AxT,q) = > (=1)""a;ndet,_1((A* Tpg)in)

i=1

= — Z(—l)””ai,ndetn_l(/li,n)
=1
= —det,(A).

b)p=n—-1,q¢=n.
Stosujac dwukrotnie rozwiniecie Laplace’a dostajemy

n

detn(A) = Y (=1)""a;,det,_1(A;,)

@
|
—_

=1
= Z<_1)i+nai,n < (_1)k+(n_1)ak,n—ldetn—Q(A{i,k}{n—l,n})

@
I
-
b
Il
—_

+ Z (_ 1)(k_1)+(n_1)ak,n—ldetn—2 (A{z,k}{n—l,n})>

= = Z<_1>i+kai,nak,n—ldetn—2(A{i,k}{n—l,n})

k<i
+ Z<_ 1)i+ka’i,nak,n71detnf2 (A{i,k}{n—l,n} ) )
i<k
gdzie Ay k) {n—1,ny jest macierza powstala z A poprzez usuniecie wierszy i-tego
i k-tego oraz kolumn (n—1)-szej i n-tej. Wykonujac to samo dla macierzy Ax
T, 4 otrzymujemy ten sam wzdr, ale z odwréconymi znakami przed symbolami
sumowania.

(c)1<p<n—-2,qg=n.
W tym przypadku wystarczy zauwazy¢, ze

AxTyy =AxTy 1 %Dy 10 *xThn

i skorzysta¢ dwukrotnie z (a) i raz z (b).
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7 twierdzenia 9.2 wynika w szczegélnosci, ze wyznacznik macierzy trans-

pozycji 1}, , 2 p # q wynosi —1.
Wyznacznik mozna rozwijaé¢ nie tylko wzgledem ostatniej, ale réwniez
wzgledem dowolnej kolumny.

Twierdzenie 9.3 Dla dowolnegon > 2 11 < j < n mamy

n

det, (A) = (=1)"a;; - dety_1(Aj ).

i=1
Dowdéd. Jesli j=n—1 to
det,(A) = —det,(A*T,_1,)

= = Z(_l)“_nai,n—l ~dety,—1(Aipn-1)
i=1

n

= Z(—l)iJrn_laz‘,n—l -dety,_1(Aipn-1).

i=1
Dalej, korzystajac z prawdziwosci rozwiniecia dla 7 = n — 1, pokazujemy
podobnie prawdziwos¢ rozwiniecia dla j =n — 2, itd., az do j = 1.

9.2.2 Kombinacja liniowa kolumn

Z twierdzenia 9.2 od razu otrzymujemy
det([...,d,...,d,...]) =0.

Stad i z liniowosci wyznacznika wzgledem dowolnej kolumny wynika, ze wy-
znacznik nie ulegnie zmianie gdy do kolumny dodamy inna kolumne po-
mnozona przez skalar, tzn.

det([@r, ..., dp—1,dp + Ay * M, dpi1, ..., Gn))

= det([c_il, PN ,a:p_l, d},, 6p+1, N ,c_[n])
Uogodlnieniem ostatniej wlasnosci jest nastepujaca.

Twierdzenie 9.4 Jesli do p-tej kolumny dodamy kombinacje liniowaq pozo-
statych kolumn to wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie, tzn.

det([al,...,ap_l,ap—l—g aj*mj,apﬂ,...,anD
i#p
= det([@1, ..., 0p—1,0p, Apt1,-- -, dn))-
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Zauwazmy, ze ostatnia réwnos¢ mozna symbolicznie zapisaé jako

det(Ax (I +mixe])) =det(A), oile & *m=0.

Whiosek 9.1 Jesli macierz A jest osobliwa to det(A) = 0.

Dowdéd. Jesli A nie jest pelnego rzedu to jedna z kolumn, powiedzmy p,
jest kombinacja liniowa pozostatych kolumn. Odejmujac od p-tej kolumny ta
kombinacje liniowa otrzymujemy macierz A’ o tym samym wyznaczniku co
A i o zerowej p-tej kolumnie. Stad det(A) = det(A") = 0.

9.3 Dalsze wlasnosci wyznacznikow

9.3.1 Wyznacznik iloczynu macierzy

Jak wiemy, kazda macierz tréjkatna dolna L € TRIL™" z jedynkami na
gléwnej przekatnej mozna przedstawi¢ jako iloczyn

L=T,+h*& - +laxen =L+ hxe) s x (I +aéy),

gdzie l; =10,...,0,041,---,ln;]T, 1 < j <n—1. Napodstawie twierdzenia
J
9.4 mamy wiec, ze
det(A * L) = det(A). (9.2)

Podobnie, wyznacznik nie ulegnie zmianie gdy macierz pomnozymy z prawej
strony przez macierz tréjkatna gorna z jedynkami na gléwnej przekatne;.

Niech teraz W € TRIL™"UTRIU™". Jesli wszystkie wyrazy na przekatnej
sa niezerowe, w;; # 0, 1 <14 < n, to

W =Wy = diag(wy 1, ..., Wnp),

gdzie Wi € TRIL™" UTRIU™" z jedynkami na gtéwnej przekatnej. Stosujac
kolejno (9.1) i (9.2) (z macierza odpowiednio tréjkatna gérna albo tréjkatna
dolna) dostajemy

det(Ax W) = det(A* W) - Hw” = det(A) - H Wi 4. (9.3)
=1 =1
Jesli zas wy, = 0 dla pewnego k to W jest osobliwa, a stad osobliwa jest
réwniez macierz A * W i réwnanie det(A W) = det(A) - [[;_, w;; pozostaje
W mocy.
Mozemy teraz pokazaé nastepujace twierdzenie
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Twierdzenie 9.5 Dla dowolnych macierzy A, B € K™"
det(A * B) = det(A) - det(B).

Dowdéd. Skorzystamy z twierdzenia, ze dla dowolnej macierzy B istnieje
rozklad tréjkatno-tréjkatny P x B x QT = L x R, czyli

B=P'xLxRxQ,

gdzie P =T\ py %+ * Ty pn—1) 1 Q = Ty ga)*. .. ¥ Tj_1 g(n—1) S8 macierzami
permutacji, L jest trojkatna dolna z jedynkami na przekatnej, a R trojkatna
gérna. Jasne, ze det(P) = (—1)°, gdzie s jest liczba wlasciwych przestawien
w p (tzn. liczba tych i dla ktérych i # p(i)), oraz podobnie det @ = (—1)7,
gdzie t jest liczba wlasciwych przestawien w q. Wykorzystujac wielokrotnie
twierdzenie 9.2 oraz wzér (9.3) otrzymujemy

det(Ax B) = det(A* PTxLxR)-(—1)

= det(Ax PT x L)(—1)"- HT”

= det(A)(—l)s”-Hrm
= det(A)*det(B),z_

co nalezalo pokazac.

9.3.2 Wyznacznik macierzy nieosobliwej i transpono-
wanej

Jak zauwazyliSmy wcze$niej w dowodzie twierdzenia 9.5, rozktad macierzy

A = PT x L x R Q implikuje réwnos¢

n

det(A) = (=1)*" - [ ri,

i=1

ktora z kolei daje dwa nastepujace wazne wnioski.
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Whniosek 9.2 Macierz A jest nieosobliwa, tzn. vz(A) = n, wtedy i tylko
wtedy gdy det(A) # 0.

Whniosek 9.3 Dla dowolnej macierzy kwadratowej A mamy
det(A") = det(A).

Ostatni wniosek oznacza, ze wszystkie wlasnosci wyznacznika dotyczace
kolumn macierzy przystuguja réwniez jej wierszom. W szczegdlnosci, wy-
znacznik mozna rozwija¢ wzgledem dowolnego wiersza,

n

detn(A) = Z(—l)iﬂai,j . detn_l(Ai,j).

j=1

9.4 Definicja kombinatoryczna wyznacznika

Kazda macierz permutacji P € K™" moze by¢ roziozona na wiele sposobéw
na iloczyn transpozycji, np.

P=T; *To*--*xTh_1,; .. (9.4)
Poniewaz
det(T,, ) = { 1, p=q (transpozycja nieviflgéciwa),
-1, p # q (transpozycja wlasciwa),
to

det(P) = (=1)7@,

gdzie o(p) = 0 gdy liczba transpozycji wiasciwych w rozktadzie (9.4) jest
parzysta, oraz o(p) = 1 gdy liczba transpozycji wlasciwych w (9.4) jest
nieparzysta. PokazaliSmy wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9.6 W rozkladzie macierzy permutacyi na iloczyn transpozycyi
liczba transpozycyi wtasciwych jest zawsze parzysta, albo zawsze nieparzysta.

Parzystos¢ lub nieparzystos¢ permutacji jest wiec wlasnoscia permutacji
(niezalezna od rozkladu).
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Definicja Laplace’a wyznacznika jest réwnowazna nastepujacej definicji
kombinatoryczney:

detn(A) = Y (=1 ] ap)ss
j=1

albo

det,(A) = Z (—1)7@ ﬁ Qiq(i)-
i=1

q=[q(1),-.,.¢(n)]

Indukeyjny dowéd réwnowaznosei tych definicji pomijamy. (Tutaj p i ¢ sa
permutacjami ciagu [1,2,...,n], przy czym pog=gqgop=1d=[1,2,...,n].
Wtedy o(p) = o(q).)

9.5 Wzory Cramera

Pokazemy teraz, ze uktady rownan liniowych mozna, przynajmniej teoretycz-
nie, rozwiazywac za pomoca liczenia odpowiednich wyznacznikéw.

Definicja 9.2 Macierz C(A) := (v;;) € K™, gdzie
Yig = (=1)dety1 (A ),
nazywamy macierza komplementarna do danej macierzy A € K™".

Zauwazmy, ze na podstawie rozwiniecia Laplace’a mamy

& det,(A), k=j,
Pjk = Z%j%k = { :
— 0, k#J,
a stad
P = (pjr)ip=y = dety,(A) x I, = (C(A)T * A.

Zatem jesli rz(A) = n to

L (CA)”T (=1)"*det, 1 (A0)\"
A det,(A) ( det,,(A) >

i,j=1



9.5. WZORY CRAMERA 91

Rozpatrzmy teraz uktad réownan A x ¥ = b z kwadratowa i nieosobliwa
macierza A € K™". Wtedy jego rozwiazanie

e aar o (CA)THE
x:<xj)j=1 = A kb = W’
czyli .
oo = iz Vi ¥ b 2 (Z1) P det o () - by
! det,, (A) det,, (A) ’
albo réwnowaznie
o detn([c_il,...,c_ij,l,g,c_ijﬂ,...,&'n])
J detn([dl,...,dj,l,dj,ﬁjﬂ,...,@n])’

dla 1 < j < n. Ostatnie formuty zwane sa WZORAMI CRAMERA.

Uwaga. Wgzory Cramera maja dla duzych n znaczenie jedynie teoretyczne,
gdyz, jak tatwo sie przekonac, koszt liczenia wyznacznika macierzy wprost
z definicji jest proporcjonalny do n! W takich przypadkach lepiej stosowaé
eliminacje Gaussa, ktérej koszt obliczeniowy jest proporcjonalny do n?.
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Rozdzial 10

Formy dwuliniowe i
kwadratowe

10.1 Formy dwuliniowe

10.1.1 Definicja i przyklady

Niech Ajk bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, dim(Xk) = n.

Definicja 10.1 Przeksztatcenie ¢ : X x X — K nazywamy forma dwuli-
niowa na przestrzeni Xk jesh

(i) Vo, y1,y2 € X, Vag,as € K
Pz, y1 o1+ Yo *x a2) = o(x,y1) * o1 + (T, y2) * ap
(liniowo$é ze wzgledu na drugq zmienna),

(i) Yo,y € X o(,y) = p(y,7)  (forma zwyhta)
albo
Ve,y e X p(z,y) = p(y,x)  (forma hermitowska).

Oczywiscie, o formach hermitowskich mozemy moéwié¢ tylko wtedy gdy
K C C. Dalej, dla uproszczenia, bedziemy rozpatrywaé jedynie formy her-
mitowskie.

93



94 ROZDZIAL 10. FORMY DWULINIOWE I KWADRATOWE

Zauwazmy, ze Vxi, 10,y € X, Vpy, B € K,

o(x1 % 1 + 29 % Po,y) = 90(%951*51—1‘%2*52) B
= oy, r1) *ﬁl + (Y, z2) * 52
= (p(l’lay)*ﬁl_‘_gp(x%y)*ﬁT

Dos¢ oczywistym jest fakt, ze zbior wszystkich form dwuliniowych na &jk
jest przestrzenia liniowa nad R (ale nie nad C!) z naturalnymi dzialaniami:

(Oé*gO)(iL‘,y) = Oz*go(x,y),
(o1 +w2)(z,y) = wi(z,y) + pa(z,9).

Przykladami form dwuliniowych na Xjx = Kjx (K € C) sa:

o(Z,y) = Zf’ xy; % pi,  gdziep, € R, 1 <@ <n,
i=1

o(@,y) = fH*A*gj, gdzieAeK"’",A:AH7

e(p.q) = Zp(i)(ti) q(t;) - pi, pi€ R, 1<i<n,
i—1

1_
o(p.q) = / p(t) - q(t) - p(t)dt, p:R—R.
0
10.1.2 Macierz formy dwuliniowej

Dalej wygodnie nam bedzie rozszerzy¢ dzialanie danej formy dwuliniowej
0: XxX — Knaoyp: X" x XY —» K* w nastepujacy sposéb. Niech
A=ry,...,2] 1B =[y1,...,9). Wtedy

P(A,B) = (p(zi,5));, € K™

W szczegdlnosci, macierz p(A, A) = (p(x;,x;));; jest kwadratowa i hermi-
towska, ¢(A, A) € Herm™". Mamy tez

Yo Va € R (ax@)(AB) = axp(AB),
Vo, ¢ (¢+¢)(A7B> = @(AaB) +w(A7B)'
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Pozyteczne beda tez nastepujace wzory rachunkowe:

-

WweK'  pABxb) = (A B)xb,
VicK®  p(Axd,B) = @l xp(AB)
Rzeczywiscie,

@(Aaﬁ*g) = ¢<A>Zy]*6j> = ZSO(A7yj)*ﬂ] = @(AJB)*Z_)'?

j=1 j=1
gdzie b= [B1,..., 3", oraz

o(Axd@B) = (pB,Axad)" = @ «(pB,A)" = a7« (A, B).
Uogdlniajac te wzory mamy

VB € K" e(ABxB) = (A B)x* B,
VA € K*" e(AxAB) = A7 xp(A,B).

Y

Mamy bowiem

©(A,BxB) = gp(A,[IB%*gl,...,IB%*gT])
[(P(A,IB%*B}),,QO(A,B*[;;)]
[@(Aa B) * b17 ey 90<A7B) * bT]
= ¢(AB)* B,

gdzie B = [51, o ,l;r], oraz
p(AxAB) = (p(B,AxA)" = (p(B,A)x A)"
A" 5 (p(B,A)" = AT x o(A,B).

Definicja 10.2 Niech A = [xy,...,x,] bedzie baza X, a ¢ : X x X — K
forma dwuliniowa na X. Macierz hermitowska

Dy = 0(AA) = (o(x4,75));

1,j=1

nazywamy macierza formy ¢ w bazie A.



96 ROZDZIAL 10. FORMY DWULINIOWE I KWADRATOWE

Zmaczenie macierzy formy wynika z nastepujacej réwnosci. Niech x =
Axdiy=Axb Wtedy

-

p(r,y) = @(A*dAxb) = a5 p(A A)+D
= @ s @b = (A 2)T w0y x (A1)

Przy ustalonej bazie A, kazdej formie hermitowskiej o : X x X — K
mozna przyporzadkowaé jej macierz ®, = ¢(A, A), ktéra jest hermitowska.
Ale tez odwrotnie, kazda macierz hermitowska ® definiuje forme hermitowska
zgodnie ze wzorem o(x,y) = (A7 - 2)H « & x (A1 . y). Mamy przy tym,
ze jesli v = ¢+ to 'y = &y + Uy oraz jesli v = ax ¢, a € R, to
'y = ax ®,. Stad przestrzen wszystkich form hermitowskich nad R jest
izomorficzna z przestrzenia macierzy hermitowskich nad R. W przypadku

K = C jej wymiar wynosi n?.

10.2 Twierdzenie Sylwester’a

Definicja 10.3 Powiemy, Ze macierz A € K™" przystaje do macierzy B €
K™ gdy istnieje macierz nieosobliwa C' € K™" taka, Ze

B=CHxAxC.

Niech A i B beda dwiema bazami Xjg. Niech C' = A~1.B € K™ bedzie
macierza zmiany bazy z A na B tak, ze

B=AxC.

Jesli @, jest macierza danej formy ¢ : X x X — K w bazie A to macierz ¢
w bazie B mozna wyrazi¢ wzorem

= CHyxp(AA)xC = CT 5y xC.

Stad, w klasie macierzy hermitowskich Herm™" macierz A przystaje do B
gdy obie sa macierzami tej samej formy (ale by¢ moze w réznych bazach).

Relacja przystawania macierzy jest zwrotna (bo A = Il x A % I), syme-
tryczna (bo jesli B = CHxAxC to A = (C~1)#xBx(C 1) oraz przechodnia (bo
Jeéll AQ = C{{*Al *Cl 1 Ag = C;I*AQ*CQ to A3 = (Cl*CQ)H*Al*(Cl*CQ))
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Jest to wiec relacja réwnowaznosci. A jesli tak, to zbior wszystkich macierzy
hermitowskich mozna przedstawi¢ jako roztaczna sume macierzy do siebie
wzajemnie przystajacych (klas abstrakcji relacji przystawania, albo jeszcze
inaczej, macierzy tej samej formy, ale w réznych bazach).

Ile jest klas abstrakcji relacji przystawania w klasie macierzy hermitow-
skich? Odpowiedz daje natepujace twierdzenie, ktore podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 10.1 (SYLWESTER'A)
Dla dowolnej macierzy hermitowskiej A = A" € K™" istnieje macierz nie-
osobliwa C' € K™" taka, Ze

C! x A% C = diag(I,, —1,,0;),
gdzie wymiary w,v, & (T + v+ & = n) sq wyznaczone jednoznacznie.

Stad klas abstrakcji relacji przystawania jest tyle ile macierzy diagonal-
nych z elementami na diagonali kolejno 1, —1,0, czyli

i(k"‘l): (n+1)(n+2).

2
k=0

7 twierdzenia Sylwester’a wynika rowniez nastepujacy wazny wniosek.

Whniosek 10.1 Dla dowolnej formy dwuliniowej ¢ : X x X — K istnieje
baza A w X, w ktorej forma ma postac

™ m+v
p(r,y) =Y G rby— Y T *by,
k=1 k=m+1

gdziex:A*d',y:A*g.

10.3 Formy kwadratowe

10.3.1 Okreslonosé¢ formy kwadratowej

Kazdej formie dwuliniowej ¢ : X x X — K odpowiada forma kwadratowa
h: X — R zdefiniowana wzorem

h(z) = p(z, x) reX.
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Jesli dla wszystkich x # 0 mamy h(x) = p(z,z) > 0 to forme kwadratowa h
(i odpowiednio forme dwuliniowa ) nazywamy dodatnio okreslona i piszemy
h > 0 (odpowiednio ¢ > 0). Podobnie, forma h jest okreslona

e ujemnie, gdy h(z) <0Vz #0 (h<0),
e niedodatnio, gdy h(z) <0Vz (h <0),
e nieujemnie, gdy h(z) > 0Vx (h >0).

We wszystkich pozostalych przypadkach forma jest nieokreslona.
Z réwnosci
h(z)=a?«®,xa  (z=Axad)

wynika, ze okreslono$¢ formy jest taka sama jak okreslonosé jej macierzy (w
dowolnej bazie!). W szczegdlnosci, stosujac notacje z twierdzenia Sylwester’a
mamy:

h>0<=7m=n, h>0<=v=0,
h<0<=v=n, h<0<=7=0.

10.3.2 Kryterium Sylwester’a

Twierdzenie 10.2 Niech A = A" = (a;;)7,—;, € Herm™" oraz A®) =
(aiJ)ﬁFD 1 <k <n, beda odpowiednimi macierzami katowymsi. Wtedy

(i) A jest dodatnio okreslona <= det(A®) >0 dla 1<k <n,
(ii) A jest ujemnie okreslona <= (—1)* - det(A®) >0 dla 1 < k < n.

Dowéd. Przypomnijmy (twierdzenie 7.5), ze dla macierzy o nieosobliwych
macierzach katowych (a takimi sa macierze dodatnio/ujemnie okreslone)
mozna przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa bez przestawien wierszy/kolumn.
Dlatego A mozna przedstawi¢ jako

A=L+«R=Lx*DxL",

gdzie L € TRIL™", [;; = 1 Vi, D = diag(r11,...,7rn,). Podstawiajac § :=
L % Z mamy

PP xAxZ = ¥ LxDx L7 7 = (L7 D)7 « D x (L7 x 7)

= §TxDxy = Z‘yi|2'ri,i-
i=1
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Stad A > 0 wtedy i tylko wtedy gdy r;; > 0 Vi, oraz A < 0 wtedy i tylko
wtedy gdy r;; < 0 Vi.

Dowdd uzupemia spostrzezenie, ze

AR — k) &) — (k) o DE) o (L(k))H

oraz
det(A®)) = |det(L®))|? - det(DW) = Hr“

=1
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Rozdzial 11

Przestrzenie Euklidesowe

11.1 Definicja, iloczyn skalarny i norma
Definicja 11.1 Przestrzenia Euklidesowa nazywamy pare

{Xx. o},

gdzie Xk jest przestrzeniq liniowa nad K, a ¢ forma dwuliniowa (hermi-
towska) dodatnio okreslona na Xk, zwang iloczynem skalarnym.

Dla uproszczenia, bedziemy dalej pisaé (x,y) zamiast ¢(z,y) oraz (A, B)
zamiast p(A,B).
Wrtasnosci formy implikuja nastepujace wlasnosci iloczynu skalarnego:

(1) (g1 *x a1 +y2 x ) = (@,91) *oq + (T,92) xa Va,y1,y2 € X
Vai,as € K,

2) (z,y)=(y,z), Vo,yeX
(3) (z,x) >0 Vo € X, oraz (x,a) =0<= x =0.

1/2
Y

Zdefiniujmy ~y(z) = (x,2)"%, x € X. Wtedy funkcja v ma nastepujace

wlasnosci:
(i) v(x) >0 Vx € X, oraz y(x) =0 <= x = 0.
(ii) v(zxa) =7(x) x |a] Ve X VaeK,
(i) y(z +y) <7(x) +7(y) Vr,ye .

101



102 ROZDZIAL 11. PRZESTRZENIE EUKLIDESOWE

Whasnosci (i) oraz (ii) sa oczywiste. Aby pokazaé (iii) zauwazmy, ze

Ye+y)? = (@+y,r+y) = (z,2)+ (y.2) + (z.9) + (v,9)
(z,2) +2-R(z,y) + (v, 9)

oraz

(v(@) +v®)? = (z,2)" + (y,y)"*)
= (v, 2)+2 (x,2)"” (y,9)"* + (y,9).

Whasnosé (iii) wynika teraz z nieréwnosci
§R<‘T7y) < |§R<I‘7y)| < |($,y>| < (le,)l/Q : (yay)1/27

przy czym ostatnia z nich to nieréwnos$¢ Schwarza, ktora znamy juz z lematu
3.1. (Co prawda, wtedy rozpatrywany byl szczegélny przypadek Xk = K
i (Z,7) = y" * &, ale w ogélnym przypadku dowdd jest niemal identyczny.)
Wiasnoscei (i)-(iii) sa ogdlnymi warunkami normy w przestrzeni liniowe;j.
(Wezesniej, w rozdziale 3.1 podali$my te warunki dla szczegdlnego przypadku

X =K"™".) Stad

lz]| = (z,2)"2

definiuje norme w Xk (generowana przez iloczyn skalarny (-,-)). Przypo-
mnijmy jeszcze raz nieréwnosé Schwarza (w przestrzeni Euklidesowej):

(@, 9)| < llzll - [lyll Yo,y € X.

Dokladniejsze przesledzenie dowodu tej nieréwnosci (patrz znéw dowdd le-
matu 3.1) pokazuje, ze powyzej réwnos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy x
1y sa liniowo zalezne.

11.2 Rzut prostopadtly

11.2.1 Zadanie aproksymacji

Nastepujace twierdzenie rozwiazuje zadanie aproksymacji (przyblizania) ele-
mentow przestrzeni X' elementami jej podprzestrzeni.

Twierdzenie 11.1 Niech Y C X bedzie podprzestrzeniq. Wtedy dla kazdego
x € X istnieje dokladnie jeden xy € Y taki, ze dla wszystkich y € Y

y#xy = |l —ayll <z -yl
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Dowéd. Niech s = dim()) i Y € X' bedzie baza ). Pokazemy, ze xy
wyraza sie¢ wzorem

ry =Y *d", gdzie @ = (Y,Y) ' % (Y,z) € K°. (11.1)
Rzeczywiscie, jesli y € YV iy # xy to y =Y x a dla pewnego a # a*. Wtedy

lz —yl* = (@—yz—y) = (& —2y) + 2y —y). (z —2y) + (xy — y))
= |l —ayll* +2- R(zy -y, — zy) + [loy — y|*.
Wobec tego, ze
(Y,zy) = (Y, Y*xa*) = (Y,Y)«a* = (Y, z),
mamy
(xy —y,x —ay) = (Y (@ — @),z —xy) = (@ —a)" (Y, 2 —zy) = 0.
Stad

lz = yll* = llz —2y|* + llzy — ylI* > [lz —zp]*

Uwaga. 7 jednoznaczno$ci najlepszej aproksymacji wynika, ze xy we wzo-
rze (11.1) nie zalezy od wyboru bazy Y. Mozna to réwniez latwo sprawdzié
bezposrednio. Jesli bowiem wezmiemy inna baze, powiedzmy Z, podprze-
strzeni ) to Y = Z % C' dla pewnej nieosobliwej macierzy C', a stad

Zx(Z,2) ' % (Z,x) = YxCx(Y*xCO,YxC) % (Yx*C, )
= Y+Cx(CHx(Y,Y)*O) ' «C" % (Y, 2)
= Y (Y,Y) ' x (Y, 2).

11.2.2 Twierdzenie o rzucie prostopadltym

Definicja 11.2 Powiemy, ze dwa elementy x ©y danej przestrzeni Fuklide-
sowej Xk z tloczynem skalarnym (-,-) sq prostopadle (albo ortogonalne), co
zapisujemy x Ly, gdy ich iloczyn skalarny wynosi zero, tzn.

rly < (z,y)=0.
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Zauwazmy, ze jesli wektory x,y € X sa prostopadle, x L y, to zachodzi

rownosc
lz +yll* = [zl + llyl%, (11.2)

ktéra odezytujemy jako (znane ze szkoty w szczegdlnym przypadku) TWIER-
DZENIE PITAGORASA. Oczywiscie, zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne,
tzn. réwnosé (11.2) implikuje protopadlosé wektoréw x i y.

Najlepsza aproksymacja w podprzestrzeni ) posiada dodatkowa wazna
wlasnos¢ zwiazana z pojeciem prostopadtosci.

Twierdzenie 11.2 (O RZUCIE PROSTOPADEYM )
Niech xy bedzie najlepsza aproksymacja elementu x € X w podprzestrzen:

Y CX. Wtedy
(y,o —xy) =0 Yye)y (11.3)

tzn. x — xy jest prostopadty do podprzestrzeni ).
Ponadto, zy jest jedynym elementem w Y spetniajacym (11.3).

Dowdéd. Wykorzystujac notacje z dowodu twierdzenia 11.1, dla dowolnego
y € Y mamy

(y,x —xy) = al« (Y,z —xy) = a? 0 = 0.

Jedli zas yo = Y % dp i dla kazdego @ mamy (Y x d,z — Y % dy) = 0, to
(Y, z — Y *dy) =0, a stad

do = (Y,Y) ' % (Y,2) = a*
i Yo = Ty.
Ze wzgledu na twierdzenie 11.2, element xy najlepszej aproksymacji nazy-

wany jest réwniez rzutem prostopadlym (ortogonalnym) elementu x na pod-
przestrzen ).

11.3 Uklady ortogonalne

11.3.1 Macierz Grama
Definicja 11.3 Niech A = [y, 9o, ...,ys] € X1*. Macierz
(A, A) € Herm™®®

nazywamy macierza Grama uktadu {y;}5_;.
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Wobec rownoscei
By (AA)xd = (Axa,Axa) = ||[Axd|* >0

mamy natychmiast, ze macierz Grama jest zawsze nieujemnie okreslona. Po-
nadto, jest ona dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy uklad {y;}5,
jest liniowo niezalezny.

Jesli (A, A) = diag(dy,...,ds), przy czym &; = (yi,y:) > 0 Vi to uklad
{y;}:_, nazywamy ortogonalnym. Jesli ponadto (y;,y;) = 1 Vi, czyli gdy
(A A) = I, to uklad ten nazywamy ortonormalnym.

Zalézmy teraz, ze uktad Y = [y1, . . ., ys] jest liniowo niezalezny, oraz niech

Y = span(yi, ya, - - -, Ys)-

Wtedy, jak wiemy z twierdzenia 11.1, rzut prostopadly x € X na podprze-
strzen ) wyraza si¢ wzorem

vy = Y (Y,Y) ™ (Y, z).

Wzér ten ma szczegdlnie prosta postaé gdy baza Y tworzy uktad ortogonalny.

Wtedy
v Zyz (Yiryi)

Jesli zas$ baza tworzy ukiad ortonormalny to

Ty = Zyz ym

7 tych wzgledow pozadane jest posiadanie baz ortogonalnych podprzestrzeni.

11.3.2 Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Okazuje sie, ze dowolna baze podprzestrzeni mozna stosunkowo tatwo prze-
ksztalci¢ w baze ortogonalna. Stuzy temu proces zwany ortogonalizacjq
Grama-Schmidta.

Niech 91,49, ...,ys beda liniowo niezalezne oraz

Yk = [yla-"aykL yk:Span(yb"'?yk’)? 1§k‘§$
Oczywiscie dim()y) = k Vk oraz
N ChhC---CYs X
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Twierdzenie 11.3 (ORTOGONALIZACJA GRAMA-SCHMIDTA )
Nastepujacy proces:

{ z1:=w;
for £k :=2to sdo

2k =Yg — { rzut prostopadly yr na YVi_1)
h

produkuje uktady ortogonalne Zy = |z1, ..., zx] takie, Ze
span(zy, 22, - - -, 2) = Y, 1<k<s.

Dowéd. (Indukcja wzgledem k.)

Dla k = 1 twierdzenie jest oczywiste. Niech k > 2. Wtedy, wobec zalozenia
indukcyjnego, mamy Y1 = span(zi,...,2,_1) oraz uktad {z; ;:11 jest or-
togonalny. Jesli teraz ry jest rzutem ortogonalnym yi, na Vi1 to z twier-
dzenia o rzucie ortogonalnym mamy, ze 2z, = yr — rx # 0 jest prostopadly
do Vi1, a stad uklad {z;}%_, jest tez ortogonalny. Oczywidcie, przy tym
span(zy, ..., 2x) = Yk, co koficzy dowdd.

Ortogonalizacje Grama-Schmidta mozemy zapisa¢ jako algorytm gene-
rujacy uktad {z;}7_; z uktadu {y;}:_,, w nastepujacy sposéb:

{ z1:=y; 9 :=(21,21);
for £ :=2to sdo
{forj:=1tok—1do ¢ := (z5,yx)/0j;
2k = Yk — Zf;ll 2i % Cjg; O = (2k, 2k)
}
}

Algorytm ten produkuje “po drodze” wspéiczynniki c;; dla 2 < k < s,
1 <j <k—1 Jedli dodatkowo zdefiniujemy ¢ = 1 dla 1 < k < s, oraz
cik=0dlal<k<s—1 k+1<j<s, to dostaniemy

k
Y = E Cj,k*zja
Jj=1

czyli
Yk = Zk * Ck, gdzie Ck = (Ci7j>k

i,j=1>
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albo, po normalizacji bazy z1,..., 2,
Yk = Zk * C’k,
gdzie Zy, = Z « D', Cp = Dy, % Cy, Dy = diag(6)/?,...,6,/).
Zauwazmy, ze macierze Cy 1 Cy sa tréjkatne gérne.

11.3.3 Rozklad ortogonalno-tréjkatny macierzy

Waznym przypadkiem szczegélnym jest Ajx = Kﬁ{» K C C, ze “zwyklym”
iloczynem skalarnym (7, ¢) = 7 * #. Niech

A=[a,..., d,) €K™,

gdzie
rank(A) =n < m,

tzn. kolumny macierzy sa liniowo niezalezne. Wtedy, przeprowadzajac orto-
normalizacje (czyli ortogonalizacje, a nastepnie normalizacje) kolumn macie-
rzy A otrzymujemy macierz ) € K™", Q = [¢1, ..., ), ktérej kolumny ¢j
tworza uklad ortonormalny,

QH * Q = [na
oraz macierz trojkatna géorna R € TRIU™™ takie, ze
A= Q=x*R.

Jest to rozktad ortogonalno-trojkatny macierzy.



