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ROZWI ↪AZANIA ZADAŃ

Zadanie 1.
Zapisujemy uk lad równań w postaci skróconej jako∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1 | 0
3λ 2 0 λ | 2
−2 3 1 1 | 3

(2λ− 1) 3 −1 (2λ+ 1) | 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
a nast ↪epnie dokonujemy operacji elementarnych na jego wierszach,

w3 := w3 + 2w1, w4 := w4 − w2 + w1, w2 := w2 − w4,

otrzymuj ↪ac równoważny uk lad ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 −1 | 0

3λ 2 0 0 | 2
0 1 3 −1 | 3
0 0 0 λ | 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Teraz mamy dwa przypadki.

(P1) λ = 0.
Wtedy uk lad przyjmuje postać ∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1 | 0
0 2 0 0 | 2
0 1 3 −1 | 3

∣∣∣∣∣∣ .
Ponieważ pocz ↪atkowe trzy kolumny macierzy uk ladu s ↪a liniowo niezależne to macierz ta
ma rz ↪ad 3. To implikuje, że dla dowolnej prawej strony uk lad ma rozwi ↪azanie i warstwa
rozwi ↪azań ma wymiar 1.

(P2) λ 6= 0.
Wtedy wspó lrz ↪edna x4 rozwi ↪azania (o ile rozwi ↪azanie istnieje) jest zerowa, a wspó lrz ↪edne
x1, x2, x3 otrzymujemy z rozwi ↪azania uk ladu∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 | 0
3λ 2 0 | 2

0 1 3 | 3

∣∣∣∣∣∣ .
Sprawdzamy, że wyznacznik macierzy tego uk ladu wynosi 6+12λ i zeruje si ↪e jedynie dla λ =
−1/2. St ↪ad, dla λ 6= −1/2 macierz ma pe lny rz ↪ad, rozwi ↪azanie istnieje i jest jednoznaczne,
a tym samym wymiar warstwy rozwi ↪azań wynosi 0.

Z kolei dla λ = −1/2 dokonujemy operacji elementarnych na wierszach,

w2 := 2w2, w2 := w2 + 3w1,
1
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otrzymuj ↪ac uk lad ∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 | 0
0 1 3 | 4
0 1 3 | 3

∣∣∣∣∣∣ .
Ponieważ uk lad ten jest sprzeczny, warstwa rozwi ↪azań nie istnieje (i nie można mówić o jej
wymiarze).

Zadanie 2.
Zgodnie z algorytmem eliminacji Gaussa, zerujemy najpierw wyrazy w pierwszej kolumnie
macierzy wyj́sciowej wykonuj ↪ac operacje na wierszach,

w2 := w2 − w1, w3 := w3 − 3w1, w4 := w4 − 4w1,

a nast ↪epnie zerujemy wyrazy w drugiej kolumnie wykonuj ↪ac operacje

w3 := w3 − 2w2, w4 := w4 − 3w2.

Otrzymujemy macierz

A′ =


1 2 3 4
0 −1 −2 −3
0 0 0 −2
0 0 −2 −4


oraz “cz ↪eściow ↪a” macierz L postaci

L′ =


1 0 0 0
2 1 0 0
3 2 1 0
4 3 1

 ,
gdzie w pozycjach (i, j) wpisujemy wspó lczynniki przez które mnożylísmy wiersz j-ty, aby
odj ↪ać go od wiersza i-tego.

Ponieważ wyraz (3, 3) macierzy A′ jest zerowy, musimy teraz zamienić wiersze trzeci z
czwartym w tej macierzy, oraz zamienić te same wiersze w kolumnach pierwszej i drugiej
macierzy L′. Dalsza eliminacja nie jest konieczna, bo otrzymana macierz jest już trójk ↪atna
górna. (Formalnie, dokonujemy operacji w4 := w4 − 0 · w3.)

Ostatecznie otrzymujemy rozk lad P ∗ A ∗QT = L ∗R postaci
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ∗


1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 4
4 5 4 3

 ∗


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
2 1 0 0
4 3 1 0
3 2 0 1

 ∗


1 2 3 4
0 −1 −2 −3
0 0 −2 −4
0 0 0 −2

 ,
przy czym w macierzy permutacji P odzwierciedlona jest jedyna zamiana wierszy, a Q = I4,
bo nie dokonywalísmy zamian kolumn.

Aby odpowiedzieć na pozosta le pytanie, skorzystamy ze wzorów Cramera. Z rozk ladu
macierzy odczytujemy, że

det(A) = det([~a1, . . . ,~a4]) = det(R)/det(P ) = (−4)/(−1) = 4.
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St ↪ad wspó lrz ↪edne xj rozwi ↪azania ~x uk ladu A ∗ ~x = 4~b wynosz ↪a

xj =
det([~a1, . . . ,~aj−1, 4~b,~aj+1, . . . ,~an])

4
= det([~a1, . . . ,~aj−1,~b,~aj+1, . . . ,~an]).

Teraz wystarczy zauważyć, że wyznacznik macierzy o wspó lczynnikach ca lkowitych jest liczb ↪a
ca lkowit ↪a.

Zadanie 3.
Oznaczmy

h := f ◦ g.
Ponieważ

f(~x) = A ∗ F ∗ A−1 ∗ ~x, g(~x) = B ∗ ~x,
gdzie

A =

1 1 2
1 1 0
1 0 0

 , B =

0 1 0
1 0 1
0 0 1

 ,
to h(~x) = f(g(~x)) = A ∗ F ∗ A−1 ∗B ∗ ~x. St ↪ad

h(~x) = H ∗ ~x, gdzie H = A ∗ F ∗ A−1 ∗B.
Odwracaj ↪ac macierz A dostajemy

A−1 =

0 0 1
0 1 −1
1
2
−1

2
0


i dalej

H =

1 1 2
1 1 0
1 0 0

 ∗
0 1 2

0 0 2
0 0 −2

 ∗
0 0 1

0 1 −1
1
2
−1

2
0

 ∗
0 1 0

1 0 1
0 0 1


=

 1 0 0
−1 2 −2
0 1 −1

 .
Aby znaleźć baz ↪e j ↪adra przekszta lcenia h dokonujemy operacji elementarnych na wierszach

macierzy H,

w2 := w2 + w1, w2 := w2/2, w3 := w3 − w2,

otrzymuj ↪ac macierz

H ′ =

1 0 0
0 1 −1
0 0 0

 ,
której rz ↪ad wynosi 2. St ↪ad dim(N (H ′)) = 1 i

ker(h) = N (H) = N (H ′) = span
(
[0, 1, 1]T

)
.

Z kolei obraz h tworz ↪a dowolne dwie liniowo niezależne kolumny macierzy H, np.

im(h) = R(H) = span
(
[1,−1, 0]T , [0, 2, 1]T

)
.
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Zadanie 4.
Oznaczmy bazy

A = [1, t, t2], B = [1 + t, t+ t2, 1 + t2].

Wtedy B = A ∗ C, gdzie

C =

1 0 1
1 1 0
0 1 1


jest macierz ↪a zmiany bazy. Niech dalej G b ↪edzie poszukiwan ↪a macierz ↪a przekszta lcenia f w
bazie B. Wtedy

G = B−1 · f · B = (A ∗ C)−1 · f · (A ∗ C) = C−1 ∗
(
A−1 · f · A

)
∗ C = C−1 ∗ F ∗ C.

Odwracaj ↪ac macierz C w standardowy sposób otrzymujemy

C−1 =
1

2
·

 1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1


i ostatecznie

G =
1

2
·

 1 1 −1
−1 1 1
1 −1 1

 ∗
0 0 1

0 1 0
1 0 0

 ∗
1 0 1

1 1 0
0 1 1

 =

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .
Uwaga. Powyższy sposób rozwi ↪azania jest uniwersalny. Jednak dla konkretnych danych w
tym zadaniu można zauważyć, że, oznaczaj ↪ac B = [p1, p2, p3], mamy

f(p1) = f(1 + t) = f(1) + f(t) = t2 + t = p2,

f(p2) = f(t+ t2) = f(t) + f(t2) = t+ 1 = p1,

f(p3) = f(1 + t2) = f(1) + f(t2) = t2 + 1 = p3.

Ponieważ, z definicji macierzy przekszta lcenia, w kolejnych kolumnach macierzy G stoj ↪a od-
powiednio wspó lczynniki rozwini ↪ecia wektorów f(pj) w bazie [p1, p2, p3], rozwi ↪azanie można
odczytać bezpośrednio z powyższych zależności.

Zadanie 5.
Odejmuj ↪ac od ostatniego wiersza wszystkie pozosta le wiersze macierzy, od 1-szego do (n−1)-
szego, otrzymujemy macierz trójk ↪atn ↪a górn ↪a postaci

a 0 0 . . . a
0 a 0 . . . a
0 0 a . . . a
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . x

 ,
gdzie x = a − (n − 1)a = a(2 − n). Ponieważ zastosowane operacje elementarne nie zmie-
niaj ↪a wartości wyznacznika oraz wyznacznik macierzy trójk ↪atnej jest iloczynem wyrazów na
g lównej diagonali, poszukiwany wyznacznik strza lki Wilkinsona wynosi an(2− n).


