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ROZWIAZANIA ZADAN
Zadanie 1.
Zapisujemy uklad rownan w postaci skroconej jako
1 -1 1 -1 10
3 2 0 A2
-2 3 1 1| 3
2 x—1) 3 —1 (2A\+1) | 2

a nastepnie dokonujemy operacji elementarnych na jego wierszach,
w3 = W3 + 2wy, Wy =Wy — Wy Wy, W = Wy — Wy,

otrzymujac réwnowazny uktad

1 =11 -1 1] 0
32 20 0| 2
0o 13 -1 1] 3
0O 00 X | O
Teraz mamy dwa przypadki.
(P1) A=0.
Wtedy ukiad przyjmuje postac
1 =11 -1 ] 0
0O 20 0| 2
0 13 -1 3

Poniewaz poczatkowe trzy kolumny macierzy ukladu sa liniowo niezalezne to macierz ta
ma rzad 3. To implikuje, ze dla dowolnej prawej strony uktad ma rozwiazanie i warstwa
rozwiazan ma wymiar 1.

(P2) X#0.

Wtedy wspélrzedna x4 rozwiazania (o ile rozwiazanie istnieje) jest zerowa, a wspdhzedne
x1, To, T3 Otrzymujemy z rozwiazania ukladu

1 -1 110
30 20 | 2
0 133

Sprawdzamy, ze wyznacznik macierzy tego ukladu wynosi 6+ 12\ i zeruje sie jedynie dla A =
—1/2. Stad, dla A # —1/2 macierz ma pely rzad, rozwiazanie istnieje i jest jednoznaczne,
a tym samym wymiar warstwy rozwiazan wynosi 0.

Z kolei dla A = —1/2 dokonujemy operacji elementarnych na wierszach,

Wy (= 2w2, Wy 1= Wy + 3w1,
1



2

otrzymujac uktad

1 -111]0
0 13 ] 4
0 13] 3

Poniewaz uktad ten jest sprzeczny, warstwa rozwiazan nie istnieje (i nie mozna méwic¢ o jej
wymiarze).

Zadanie 2.
Zgodnie z algorytmem eliminacji Gaussa, zerujemy najpierw wyrazy w pierwszej kolumnie
macierzy wyjsciowej wykonujac operacje na wierszach,

Wy i= Wy — Wy, W3 := w3z — 3wy, Wy .= wy — 4w,
a nastepnie zerujemy wyrazy w drugiej kolumnie wykonujac operacje
W3 = W3 — 2Wsy, W4 := Wy — FWo.

Otrzymujemy macierz

1 2 3 4
;10 =1 =2 =3
A= 0O 0 0 =2
0O 0 -2 —4
oraz “czesciowa’ macierz L postaci
1 000
, 12 100
L= 3 2 1 0}
4 3 1

gdzie w pozycjach (i,j) wpisujemy wspélezynniki przez ktére mnozyliSmy wiersz j-ty, aby
odja¢ go od wiersza i-tego.

Poniewaz wyraz (3,3) macierzy A’ jest zerowy, musimy teraz zamieni¢ wiersze trzeci z
czwartym w tej macierzy, oraz zamieni¢ te same wiersze w kolumnach pierwszej i drugiej
macierzy L'. Dalsza eliminacja nie jest konieczna, bo otrzymana macierz jest juz tréjkatna
gérna. (Formalnie, dokonujemy operacji wy := wy — 0 - ws.)

Ostatecznie otrzymujemy rozklad P * A * QT = L * R postaci

1000] [1 234 [10o0o0 1000 [1 2 3 4
0100 (2345 (0100 2100 0o -1 -2 -3
000 1™ |3 45 4/ oo 10 " |4310 0 0 —2 —4|°
0010 (4543 o001 3201 [0 0 0 -2

przy czym w macierzy permutacji P odzwierciedlona jest jedyna zamiana wierszy, a ) = Iy,
bo nie dokonywali§my zamian kolumn.

Aby odpowiedzie¢ na pozostale pytanie, skorzystamy ze wzorow Cramera. 7 rozkladu
macierzy odczytujemy, ze

det(A) = det([@y, ..., @) = det(R)/det(P) = (—4)/(~1) = 4.



Stad wspoélrzedne z; rozwiazania & ukladu A x & = 4b WYnosza

—

det([&’l, R ,Jj_1,4g, C?j+1, vy Qp
l’j =
4
Teraz wystarczy zauwazy¢, ze wyznacznik macierzy o wspolczynnikach catkowitych jest liczba
calkowita.

]) = det([ﬁl, N ,d;jfl,l;‘, C_ij+1> cee 76_7:n])

Zadanie 3.
Oznaczmy
h:= fog.
Poniewaz
f(@)=AxFx A %7, g(¥) = B x Z,
gdzie

to h(T) = f(g(¥)) = Ax Fx A~ x Bx Z. Stad
h(Z)=Hx*Z, gdzie H=AxFxA'xB.

Odwracajac macierz A dostajemy

0 0 1
At=10 1 -1
booh o0
i dalej
[1 1 2 01 2 0 0 1 010
H = |1 10x[00 2|0 1 —1[=*]{1 01
100/ [00 —2 =10 001
1 0 0
= |-1 2 =2
0 1 -1

Aby znalez¢ baze jadra przeksztalcenia h dokonujemy operacji elementarnych na wierszach
macierzy H,
Wy =Wy +wy, Wo = wy/2, ws:i=ws— Wy,

otrzymujac macierz

10 0
=101 -1},
00 0

ktorej rzad wynosi 2. Stad dim(N(H')) =11
ker(h) = N'(H) = N(H') = span ([0,1,1]") .
Z kolei obraz h tworza dowolne dwie liniowo niezalezne kolumny macierzy H, np.

im(h) = R(H) = span ([1,—1,0]",[0,2,1]") .
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Zadanie 4.
Oznaczmy bazy

A =[1,t,17, B=[l+tt+t*1+.
Wtedy B = A x (', gdzie

C =

O = =
[ Y-

0
1
1
jest macierza zmiany bazy. Niech dalej G bedzie poszukiwana macierza przeksztalcenia f w
bazie B. Wtedy
G=B'-f B=(AxC)"-f-(AxC)=C"* (A" f-A)xC=C"*FxC.

Odwracajac macierz C' w standardowy sposob otrzymujemy

R
cl'=Z.1-1 1 1
2 011 -1 1
1 ostatecznie
L[ 1 -1 foo1] Jroon 01 0
G==.1-1 1 1]«]o10|%]1 10/ =100
2011 2101 1 0ol |o11 00 1

Uwaga. Powyzszy sposob rozwiazania jest uniwersalny. Jednak dla konkretnych danych w
tym zadaniu mozna zauwazy¢, ze, oznaczajac B = [py, pa, p3], mamy

fp) = fL+1) = f1) + f(t) =+t = ps,
flp2) = f(t+17) = f(t) + f(1*) =t + 1= p1,
flps) = fL+8%) = f(1) + f(t*) =" + 1 = p;.
Poniewaz, z definicji macierzy przeksztalcenia, w kolejnych kolumnach macierzy G stoja od-

powiednio wspélczynniki rozwiniecia wektoréw f(p;) w bazie [p1, pa, p3], rozwiazanie mozna
odczyta¢ bezposrednio z powyzszych zaleznosci.

Zadanie 5.
Odejmujac od ostatniego wiersza wszystkie pozostale wiersze macierzy, od 1-szego do (n—1)-
szego, otrzymujemy macierz tréjkatna goérna postaci

a 0 0 ... «a
0O a 0 ... «a
0 0 a ... a :
000 ... z

gdzie © = a — (n — 1)a = a(2 — n). Poniewaz zastosowane operacje elementarne nie zmie-
niaja wartosci wyznacznika oraz wyznacznik macierzy tréjkatnej jest iloczynem wyrazéw na
gléwnej diagonali, poszukiwany wyznacznik strzatki Wilkinsona wynosi a™(2 — n).



