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Uwaga: każde zadanie warte jest 4 punkty, niezależnie od stopnia trudności.

Zadanie 1. Znajdź wymiar warstwy rozwi ↪azań uk ladu równań liniowych
x1 − x2 + x3 − x4 = 0

3λx1 + 2x2 + λx4 = 2
−2x1 + 3x2 + x3 + x4 = 3

(3λ− 1)x1 + 3x2 − x3 + (2λ+ 1)x4 = 2

w zależności od parametru λ ∈ R.

Zadanie 2. Dana jest macierz

A =


1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 4
4 5 4 3

 .
Stosuj ↪ac eliminacj ↪e Gaussa wyznacz macierze permutacji P i Q, trójk ↪atn ↪a doln ↪a L z jedynkami na g lównej
diagonali oraz trójk ↪atn ↪a górn ↪a R rozk ladu trójk ↪atno-trójk ↪atnego P ∗A ∗QT = L ∗R.

Wykaż, że dla każdego wektora ~b ∈ R4 o wspó lczynnikach ca lkowitych rozwi ↪azanie ~x ∈ R4 uk ladu równań

A ∗ ~x = 4~b jest ca lkowite. (Wskazówka. Pami ↪etaj o wzorach Cramera.)

Zadanie 3. Niech A =
[

[1, 1, 1]T , [1, 1, 0]T , [2, 0, 0]T
]

b ↪edzie baz ↪a przestrzeni R3
|R. Niech f : R3 7→ R3

b ↪edzie przekszta lceniem liniowym, którego macierz w bazie A wynosi

F =

 0 1 2
0 0 2
0 0 −2

 .
Niech dalej g : R3 7→ R3 b ↪edzie innym przekszta lceniem liniowym określonym wzorem

g
(
[x1, x2, x3]T

)
= [x2, x1 + x3, x3]T .

Znajdź bazy j ↪adra i obrazu z lożenia h = f ◦ g.

Zadanie 4. Niech f : P3
|R → P

3
|R b ↪edzie przekszta lceniem liniowym, którego macierz w bazie pot ↪egowej

[1, t, t2] wynosi

F =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .
Znajdź macierz tego przekszta lcenia w bazie wielomianów [1 + t, t+ t2, 1 + t2].

Zadanie 5. Oblicz wyznacznik strza lki Wilkinsona, czyli wyznacznik macierzy formatu n× n postaci
a 0 0 . . . a
0 a 0 . . . a
0 0 a . . . a
...

...
...

. . .
...

a a a . . . a

 ,
dla dowolnej liczby naturalnej n ≥ 2 oraz a ∈ R.


