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ROZWI ↪AZANIA ZADAŃ

Zadanie 1.
Definiuj ↪ac macierz

A = [~a1,~a2, . . . ,~an] =



1 −1 0 · · · 0
0 1 −1 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 0 · · · −1
0 0 0 · · · 1


mamy, że baza sprz ↪eżona

S =

 ~sT
1
...
~sT
n

 = A−1.

Odwracaj ↪ac macierz A  latwo dostajemy

A−1 =


1 1 1 · · · 1
0 1 1 · · · 1
0 0 1 · · · 1
...

...
...

...
0 0 0 · · · 1

 ,

czyli ~sT
k =

∑n
i=k ~e

T
i , a st ↪ad

[1, 2, 3, . . . , n] =
n∑

k=1

~sT
k .

Zadanie 2.
Dowolny wielomian p ∈ P5

R możemy zapisać w postaci

p(t) = a0 + a1t + a2t
2 + a3t

3 + a4t
4, a0, . . . , a4 ∈ R.

Wówczas warunki opisuj ↪ace elementy podzbioru W możemy zapisać w postaci uk ladu równań 2 −1 1 −1 1
0 1 1 1 1
4 4 0 16 0

 ∗ ~a =

 1
2
−4

 ,

gdzie ~a = [a0, a1, a2, a3, a4]
T jest wektorem niewiadomych.

Zbiorem rozwi ↪azań tego uk ladu (otrzymanym w standardowy sposób) jest warstwa

W



−3/4
−1/4

9/4
0
0

 , span



−3/2
−5/2

3/2
1
0

 ,


0
0
−1

0
1



 ,

1



co odpowiada nast ↪epuj ↪acej warstwie w P5
R:

W (−3
4 −

1
4 t + 9

4 t
2, span(−3

2 −
5
2 t + 3

2 t
2 + t3,−t2 + t4).

To oznacza, że Y = span(−3
2 −

5
2 t + 3

2 t
2 + t3,−t2 + t4).

Zadanie 3.
Rozpatrzmy przekszta lcenie liniowe f1 : X1 → Y1 zdefiniowane jako f1(x) = f(x), x ∈ X1. Wprost
z definicji f1 mamy, że ker(f1) = ker(f). Wobec tego, że Y1 ⊆ Y mamy również im(f1) = Y1. St ↪ad,
wykorzystuj ↪ac twierdzenie z wyk ladu, że wymiar dziedziny przekszta lcenia liniowego jest sum ↪a
wymiarów jego j ↪adra i obrazu otrzymujemy

dim(X1) = dim(ker(f1)) + dim(im(f1)) = dim(ker(f)) + dim(Y1).

Zadanie 4.
Podprzestrzenie X1 i X2 tworz ↪a sum ↪e prost ↪a, bo jeśli x ∈ X1 ∩X2 to x = −x, czyli x jest wektorem
zerowym. Aby wykazać, że X = X1 + X2 zauważmy, że dla dowolnego x ∈ X mamy x = x1 + x2,
gdzie

x1 =
x + f(x)

2
, x2 =

x− f(x)

2
.

Sprawdzamy, że x1 ∈ X1, bo

f(x1) =
f(x) + f(f(x))

2
=

f(x) + x

2
= x1,

oraz że x2 ∈ X2, bo

f(x2) =
f(x)− f(f(x))

2
=

f(x)− x

2
= −x2,

co kończy dowód.

Zadanie 5.
Macierz A ma postać

A =


2 4 6 · · · 2n
1 4 6 · · · 2n
1 2 6 · · · 2n
...

...
...

...
1 2 3 · · · 2n

 .

Odejmuj ↪ac kolejno od k-tego wiersza wiersz (k + 1)-szy dla k = 1, 2, . . . , n − 1 (w tej kolejności)
otrzymujemy macierz trójk ↪atn ↪a doln ↪a

A1 =



1 0 0 · · · 0 0
0 2 0 · · · 0 0
0 0 3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · n− 1 0
1 2 3 · · · n− 1 2n


.

St ↪ad
det(A) = det(A1) = 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) · (2n) = 2 · n!


