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ROZWI ↪AZANIA ZADAŃ

Zadanie 1.
Dla ξ = 0 równanie nie ma rozwi ↪azań, a wi ↪ec warunek jest spe lniony. Niech ξ 6= 0. Wtedy cz ↪eść
urojona liczby pξ(z) jest równa ξ pomnożone przez cz ↪eść urojon ↪a liczby z. St ↪ad, jeśli pξ(u) = 0
to cz ↪eść urojona liczby u jest zerowa, a co za tym idzie u jest liczb ↪a rzeczywist ↪a, u = u, oraz
pξ(u) = pξ(u).

Warunek w treści zadania jest wi ↪ec spe lniony dla wszystkich rzeczywistych wartości ξ.
Uwaga. Odpowiedź nie zależy od liczby rozwi ↪azań równania pξ(z) = 0, która, w zależności od ξ,
wynosi 0, 1 lub 2.

Zadanie 2.
Najpierw wyznaczamy

AH =


1 0 0 0
−ı 1 0 0
−1 −ı 1 0
ı −1 −ı 1

 AT =


1 0 0 0
ı 1 0 0
−1 ı 1 0
−ı −1 ı 1

 .
Iloczyn tych macierzy wynosi

AH ∗AT =


1 0 0 0
0 1 0 0
−1 0 1 0

0 −1 0 1

 .

Nast ↪epnie wyznaczamy A−1. W tym celu piszemy nastepuj ↪ac ↪a macierz

(A | I) ≡


1 ı −1 −ı | 1 0 0 0
0 1 ı −1 | 0 1 0 0
0 0 1 ı | 0 0 1 0
0 0 0 1 | 0 0 0 1

 .
Po kilku operacjach elementarnych na wierszach otrzymujemy

1 0 0 0 | 1 −ı 0 0
0 1 0 0 | 0 1 −ı 0
0 0 1 0 | 0 0 1 −ı
0 0 0 1 | 0 0 0 1

 ≡ (I | A−1).

Ostatecznie

AH ∗AT +A−1 =


2 −ı 0 0
0 2 −ı 0
−1 0 2 −ı

0 −1 0 2

 .
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Zadanie 3.
Ponieważ

HT ∗H = (In − 2 ∗ ~u ∗ ~uT ) ∗ (In − 2 ∗ ~u ∗ ~uT )

= In − 4 ∗ ~u ∗ ~uT + 4 ∗ ~u ∗ (~uT ∗ ~u) ∗ ~uT = In,

mamy
‖H ∗ ~x‖22 = (H ∗ ~x)T ∗ (H ∗ ~x) = ~xT ∗ (HT ∗H) ∗ ~x = ~xT ∗ ~x = ‖~x‖22

i w konsekwencji

‖H‖2 = sup
~x6=~0

‖H ∗ ~x‖2
‖~x‖2

= 1.

Zadanie 4.
Rozwi ↪azuj ↪ac uk lad równań{

x1 + x2 + x3 = 0
x3 + x4 + x5 = 0

otrzymujemy x3 = −x4 − x5 i dalej x1 + x2 = −x3 = x4 + x5, a st ↪ad rozwi ↪azanie ogólne dane
wzorem 


α+ β − γ

γ
−α− β

α
β

 , α, β, γ ∈ R

 .

Wstawiaj ↪ac za [α, β, γ]T kolejne wersory dostajemy baz ↪e przestrzeni Y

(~a1,~a2,~a3) =




1
0
−1

1
0

 ,


1
0
−1

0
1

 ,

−1

1
0
0
0




Baz ↪e t ↪a możemy teraz uzupe lnić do bazy bazy w R5 wektorami

(~a4,~a5) =




0
0
1
0
0

 ,


1
0
0
0
0


 ,

przy czym liniowa niezależność ca lego uk ladu wynika w szczególności z faktu, że wektory ustawione
w kolejności ~a5,~a3,~a4,~a2,~a1 tworz ↪a macierz trójk ↪atn ↪a górn ↪a.

Oczywíscie, s = 3 i jest wyznaczone jednoznacznie, bo s = dim(Y).



Zadanie 5.
Ponieważ dim(Cn,n) = n2 i macierzy ~vi∗~vTj jest też n2, aby pokazać, że tworz ↪a one baz ↪e przestrzeni
Cn,n, wystarczy sprawdzić ich liniow ↪a niezależność.

Zgodnie ze wskazówk ↪a mamy ~vj = V ∗ ~ej . St ↪ad dla ai,j ∈ Cn,n, 1 ≤ i, j ≤ n, mamy
n∑

i,j=1

ai,j ∗ ~vi ∗ ~v Tj =
n∑

i,j=1

ai,j ∗ V ∗ ~ei ∗ (V ∗ ~ej)T =
n∑

i,j=1

ai,j ∗ V ∗ (~ei ∗ ~eTj ) ∗ V T

=
n∑

i,j=1

ai,j ∗ V ∗ Ei,j ∗ V T = V ∗

 n∑
i,j=1

ai,j ∗ Ei,j

 ∗ V T .

To oznacza, że warunek
n∑

i,j=1

ai,j ∗ ~vi ∗ ~v Tj = 0

(gdzie zero z prawej strony oznacza macierz zerow ↪a) jest równoważny warunkowi

V ∗

 n∑
i,j=1

ai,j ∗ Ei,j

 ∗ V T = 0.

Ponieważ V ma pe lny rz ↪ad to jej kolumny s ↪a liniowo niezależne. Wobec tego ich liniowa kom-
binacja V ∗ ~x jest wektorem zerowym tylko wtedy gdy ~x = ~0. St ↪ad wnioskujemy najpierw, że(∑n

i,j=1 ai,j ∗ Ei,j
)
∗ V T = 0, a nast ↪epnie, że

∑n
i,j=1 ai,j ∗ Ei,j = 0.

Ponieważ uk lad Ei,j , 1 ≤ i, j ≤ n, jest baz ↪a w Cn,n, z ostatniej równości wynika, że ai,j = 0 dla
wszystkich 1 ≤ i, j ≤ n.


