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ROZWIA֒ZANIA ZADAŃ

Zadanie 1.

Niech A = [p1, p2, p3, p4] ∈ X 1,4 be֒dzie podana֒ baza֒ wielomianów, a S = A
−1 ∈ (X ∗)4,1 baza֒ do

niej sprze֒żona֒. Jeśli s =
∑

4

i=1
αisi, αi ∈ R, to z definicji bazy sprze֒żonej mamy

s(pj) =
4

∑

i=1

αisi(pj) = αj ,

a sta֒d
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.

Uwaga. W skrótowym zapisie rozwia֒zanie wygla֒da naste֒puja֒co:

s = ~αT ∗ A
−1 ⇐⇒ ~αT = s · A = [s(p1), s(p2), s(p3), s(p4)] = [4, 0,−1, 7].

Zadanie 2.

Macierz uk ladu równań wygla֒da nastepuja֒co:




1 −1 1 | −1
−1 a −2 | 3
−2 a + 1 a − 1 | a2



 .

Za pomoca֒ operacji elementarnych na wierszach (eliminacja Gaussa) doprowadzamy ta֒ macierz do
postaci trójka֒tnej górnej:





1 −1 1 | −1
0 a − 1 −1 | 2
0 0 a + 2 | a2 − 4



 .

Dany uk lad równań ma jednoznaczne rozwia֒zanie wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie elementy na
g lównej diagonali macierzy równania sa֒ niezerowe. Sta֒d a ∈ R \ {1,−2} i w konsekwencji

z = a − 2, y =
a

a − 1
, x =

1

a − 1
− a + 2.

Gdy a = 1 to macierz uk ladu możemy doprowadzić do postaci




1 −1 1 | −1
0 0 −1 | 2
0 0 0 | 3



 .

W tym przypadku uk lad jest sprzeczny.
Gdy a = −2 to ostatni wiersz macierzy sie֒ zeruje i otrzymujemy uk lad nieoznaczony

[

1 −1 1 | −1
0 −3 −1 | 2

]

.

1



W tym przypadku rozwia֒zaniem szczególnym jest np. wektor
[

−5

3
,−2

3
, 0

]T
, natomiast zbiór wszyst-

kich rozwia֒zań tworzy warstwe֒

W
(

[

−5

3
,−2

3
, 0

]T
, span

(

[

−4

3
,−1

3
, 1

]T
))

.

Zadanie 3.

Niech L1 ∈ TRILn,n (li,i = 1, 1 ≤ i ≤ n) oraz R1 ∈ TRIUn,n be֒da֒ macierzami, które pochodza֒ ze
standardowej eliminacji Gaussa (bez przestawień wierszy i kolumn), tzn. L1 ∗ A = R1. Macierze
te maja֒ wspó lczynniki wymierne, ponieważ wykonujemy tylko operacje arytmetyczne na liczbach
wymiernych. Niech q be֒dzie wspólnym mianownikiem wszystkich elementów macierzy L1 i R1.
Podstawiaja֒c L = q ∗ L1 i R = q ∗ R1 mamy L ∗ A = R, czyli A = L−1 ∗ R, gdzie macierze
L ∈ TRILn,n i R ∈ TRIUn,n maja֒ wspó lczynniki ca lkowite.

Zadanie 4.

Dla wielomianu p(t) =
∑n−1

j=0
ajt

j zapisanego w bazie 1, t, . . . , tn−1 mamy

f(p) =





a0
∑n−1

j=0
aj

∑n−1

j=0
aj2

j



 .

Sta֒d widać, że w bazie 1, t, . . . , tn−1 w Pn
|R i w bazie ~e1, ~e2, ~e3 w R3 przekszta lcenie f ma macierz

F =





1 0 . . . 0
1 1 . . . 1
1 2 . . . 2n−1



 .

Ponieważ macierz przej́scia z bazy ~e1, ~e2, ~e3 do bazy danej w zadaniu wynosi

C =





1 1 1
0 1 1
0 0 1





to szukana macierz przekszta lcenia f jest równa C−1 ∗F . Liczymy C−1 (w pracy na kolokwium

trzeba podać rachunki) otrzymuja֒c

C−1 =





1 −1 0
0 1 −1
0 0 1



 ,

ska֒d

A−1 ∗ F =





0 −1 . . . −1
1 − 1 1 − 2 . . . 1 − 2n−1

1 2 . . . 2n−1



 .

Zadanie 5.

Ponieważ det(A2) = (det(A))2 to

det(A2) = 1 ⇐⇒ (det(A))2 = 1 ⇐⇒ det(A) − 1) ∈ {+1,−1}.

Upraszczaja֒c wyznacznik det(A) poprzez odje֒cie pierwszego wiersza od ostatniego, rozwinie֒cie
wzgle֒dem pierwszej kolumny, a w końcu zastosowanie bezpośredniego wzoru dla macierzy formatu



3 × 3 otrzymujemy

det(A) = det

















1 1 0 0
0 1 λ 1
0 0 1 λ

1 λ 1 0

















= det

















1 1 0 0
0 1 λ 1
0 0 1 λ

0 λ − 1 1 0

















= det









1 λ 1
0 1 λ

λ − 1 1 0







 = λ3 − λ2 − 2λ + 1.

W efekcie dostajemy równania trzeciego stopnia, det(A) = 1 oraz det(A) = −1, czyli odpowiednio
λ3 − λ2 − 2λ = 0 i λ3 − λ2 − 2λ + 2 = 0. Ponieważ

λ3 − λ2 − 2λ = 0 ⇐⇒ λ · (λ + 1) · (λ − 2) = 0,

λ3 − λ2 − 2λ + 2 = 0 ⇐⇒ λ2(λ − 1) − 2(λ − 1) = 0 ⇐⇒ (λ − 1)(λ2 − 2) = 0,

ostateczna odpowiedź brzmi

det(A2) = 1 ⇐⇒ λ ∈ {0,±1,±
√

2, 2}.


