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ROZWIAZANIA ZADAN

Zadanie 1.
Niech A = [p1, p2, p3,pa] € XM bedzie podana baza wielomianéw, a S = A~! € (X*)4’1 baza do
niej sprzezona. Jesli s = Z?:l o;8;, o; € R, to z definicji bazy sprzezonej mamy

a stad
o s(p1) 4
az | _ | s(p2) | _ 0
as 5(p3) -1
(e7] $ (p4) 7

Uwaga. W skrotowym zapisie rozwiazanie wyglada nastepujaco:

s=al A7 = al =s-A=s(p1),s(p2),s(p3), s(pa)] = [4,0,—1,7].

Zadanie 2.

Macierz uktadu réwnan wyglada nastepujaco:
1 -1 1 | —1
-1 a -2 | 3

-2 a+1 a—-1 | a?

Za pomoca operacji elementarnych na wierszach (eliminacja Gaussa) doprowadzamy ta macierz do
postaci tréjkatnej gérnej:

1 -1 1 | -1

0 a—1 -1 | 2

0 0 a+2 | a®>—4
Dany uklad réwnan ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie elementy na
gtéwnej diagonali macierzy réwnania sa niezerowe. Stad a € R\ {1, —2} i w konsekwencji

a 1
z=a—2 =—, T= —a—+2.
YT a—1 +
Gdy a = 1 to macierz uktadu mozemy doprowadzi¢ do postaci
1 -1 1 | -1
0 0 -1 1] 2
0 0o o0 | 3
W tym przypadku uklad jest sprzeczny.
Gdy a = —2 to ostatni wiersz macierzy sie zeruje i otrzymujemy uktad nieoznaczony
1 -1 1 | -1

0 -3 -1 | 2
1



W tym przypadku rozwiazaniem szczegdlnym jest np. wektor [—§ —%, 0

T
. 2ypas 5—3:0]
kich rozwiazan tworzy warstwe

, natomiast zbiér wszyst-

Zadanie 3.

Niech Ly € TRIL™" (l;; =1, 1 <i < n) oraz Ry € TRIU™" beda macierzami, ktére pochodzg ze
standardowej eliminacji Gaussa (bez przestawieni wierszy i kolumn), tzn. L; x A = R;. Macierze
te maja wspdlczynniki wymierne, poniewaz wykonujemy tylko operacje arytmetyczne na liczbach
wymiernych. Niech ¢ bedzie wspdlnym mianownikiem wszystkich elementéw macierzy L; i Ry.
Podstawiajac L = ¢+ L1 i R = ¢+ Ry mamy L*x A = R, czyli A = L' x R, gdzie macierze
L € TRIL™" i R € TRIU™" maja wspotczynniki catkowite.

Zadanie 4.
Dla wielomianu p(t) = Z;:& a;t! zapisanego w bazie 1,t,...,t""! mamy
ag
-1
fo)=| Xjmoa ‘
Sy a2
Stad widaé, ze w bazie 1,¢,...,t" ' w PG{ i w bazie €1, €2, €3 w R3 przeksztalcenie f ma macierz
10 0
F=|11 1
1 2 2n—1

Poniewaz macierz przejécia z bazy €1, €3, €3 do bazy danej w zadaniu wynosi

1 11
C=1011
0 01

to szukana macierz przeksztalcenia f jest réwna C ! F. Liczymy C~! (w pracy na kolokwium
trzeba podaé rachunki) otrzymujac

1 -1 0
clt=]lo0 1 -1/,
0 0 1
skad
0 -1 -1
A s F=1-1 1-2 1—9ont
1 2 on—1
Zadanie 5.

Poniewaz det(A?) = (det(A))? to
det(A?) =1 <= (det(A))?> =1 <= det(A) —1) € {+1,—1}.

Upraszczajac wyznacznik det(A) poprzez odjecie pierwszego wiersza od ostatniego, rozwiniecie
wzgledem pierwszej kolumny, a w konicu zastosowanie bezposredniego wzoru dla macierzy formatu



3 x 3 otrzymujemy

1 1 0 0 1 1 0 0

01 X 1 0 1 Al

det(A) = det 00 1 A\ = det 0 0 1 A

|1 A 10 0 A—1 1 0
[ 1 X1

= det 0 1 A = M -A -2\ +1.
| A—=1 10
W efekcie dostajemy réwnania trzeciego stopnia, det(A) = 1 oraz det(A) = —1, czyli odpowiednio

M oA2-22=01i A —)\2—-2)\+2=0. Poniewaz
Mo 20 =0 <= A-A+1)-(A—2)=0,

MoA2 20 4+2=0 <= MNA-1)-20-1)=0 < A-1)(\-2)=0,
ostateczna odpowiedz brzmi

det(A%) =1 <= X\ € {0,+1,+v2,2}.



