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ROZWIA֒ZANIA ZADAŃ

Zadanie 1.

Jeżeli z = 1 to równość
∑n

k=0
zk = 1 nie zachodzi dla żadnego n ∈ N (przyjmujemy, że 0 /∈ N).

Dalej zak ladamy, że z 6= 1. Korzystaja֒c ze wzoru na sume֒ cia֒gu geometrycznego dostajemy
n

∑

k=0

zk =
zn+1 − 1

z − 1
,

czyli szukamy rozwia֒zań zespolonych równania

zn+1 − 1

z − 1
= 1 ⇐⇒ zn+1 − 1 = z − 1 ⇐⇒ z(zn − 1) = 0.

Zatem z = 0 (i formalnie to rozwia֒zanie należy odrzucić gdyż 00 nie ma określonej wartości), albo
z jest pierwiastkiem stopnia n z jedności. To oznacza, że

z = cos
2kπ

n
+ ı sin

2kπ

n
, k = 1, 2, . . . , n − 1.

(k = 0 odrzucamy, gdyż z 6= 1!)

Zadanie 2.

Pokażemy najpierw, że R(A ∗ AH) = R(A). Rzeczywíscie, wobec tego, że C
n = N (A) ⊕ R(AH)

(patrz WYK LAD) mamy

R(A) = {A ∗ ~x : ~x ∈ C
n} = {A ∗ (~x0 + ~x1) : ~x0 ∈ N (A), ~x1 ∈ R(AH)}

= {A ∗ ~x1 : ~x1 ∈ R(AH)} = R(A ∗ AH).

Sta֒d, w szczególności, rz(A) = rz(A ∗ AH).
Jeśli teraz macierz A∗AH ∈ C

m,m jest nieosobliwa to jej kolumny sa֒ liniowo niezależne i jej rza֒d
wynosi m. A wie֒c

m = rz(A ∗ AH) = rz(A) = min(m, n),

ska֒d m ≤ n.
Jeśli zaś m ≤ n to rz(A∗AH) = rz(A) = m, czyli kolumny macierzy A∗AH sa֒ liniowo niezależne,

a wie֒c jest ona nieosobliwa.

Zadanie 3.

Najpierw obliczamy:
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oraz

‖A‖∞ = max
1≤i≤2
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Ponieważ norma ∞ jest “wybijana” na drugim wierszu macierzy A to równość ‖A ∗ ~x‖∞ =
‖A‖∞ · ‖~x‖∞ ma miejsce dla

~x =

( |a2,j |
a2,j

)3
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 6= ~0.

Zadanie 4.

Zauważmy najpierw, że dim(Y) = 2.

Jeśli

α = β = 0

to podprzestrzeń Z jest rozpie֒ta na wektorze [1, 2,−1, 0]T , który nie należy do Y. W konsekwencji
suma Y + Z jest suma֒ prosta֒, a jej wymiar wynosi 2 + 1 = 3.

Dalej zak ladamy, że α 6= 0 lub β 6= 0. Wtedy ~z1 i ~z2 sa֒ liniowo niezależne i dim(Z) = 2.
Przedstawmy ~z ∈ Z w postaci

~z = a ∗ ~z1 + b ∗ ~z2 =









a − αb
2a + αb
−a + αb
αa + βb









, a, b ∈ R.

Wektor ~z ∈ Z należy również do Y gdy dodatkowo spe lnia oba równania określaja֒ce Y. Spraw-
dzamy, że oba równania sa֒ dla ~z ∈ Z równoważne i dlatego wystarczy ograniczyć sie֒ do pierwszego
z nich. Otrzymujemy

(1) (α + 2)a + (α + β)b = 0.

Ponieważ równanie to ma niezerowe rozwia֒zanie to suma podprzestrzeni Y i Z nie jest suma֒ prosta֒.
Pozostaje znaleźć wymiar podprzestrzeni Y + Z.

W tym celu zauważamy, że jeśli α = −2 i β = 2 to równanie (1) jest spe lnione dla dowolnych a
i b, co oznacza, że Z ⊆ Y. W tym przypadku mamy wie֒c

dim(Y + Z) = dim(Y) = 2.

Jeśli zaś α 6= −2 albo β 6= 2 to dim(Y ∩ Z) = 1 oraz

dim(Y + Z) = dim(Y) + dim(Z) − dim(Y ∩ Z) = 2 + 2 − 1 = 3.

Ostatecznie otrzymalísmy

dim(Y + Z) =

{

2 dla (α, β) = (−2, 2)},
3 w pozosta lych przypadkach.

Suma podprzestrzeni Y i Z jest suma֒ prosta֒ jedynie w przypadku (α, β) = (0, 0).



Zadanie 5.

Odejmuja֒c wiersz trzeci macierzy od wiersza pierwszego, a naste֒pnie dodaja֒c go do drugiego otrzy-
mujemy macierz









0 λ 2 0
0 λ 3 2
1 1 1 1
0 λ 3 λ + 2









.

Naste֒pnie odejmujemy od wiersza drugiego wiersz pierwszy, od wiersza czwartego wiersz drugi i
przestawiamy wiersz trzeci na pocza֒tek. Otrzymujemy macierz









1 1 1 1
0 λ 2 0
0 0 1 2
0 0 0 λ









.

Ponieważ jest to macierz trójka֒tna, jej nieosobliwość jest równoważna niezerowaniu sie֒ wszystkich
elementów na g lównej przeka֒tnej. Sta֒d dla λ 6= 0 mamy rz(A) = 4.

Z kolei dla λ = 0 czwarty wiersz jest zerowy, a pozosta le sa֒ już liniowo niezależne. A to oznacza,
że rz(A) = 3.


