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ROZWIAZANIA ZADAN

Zadanie 1.
Jezeli z = 1 to réwnosé¢ Y, zF = 1 nie zachodzi dla zadnego n € N (przyjmujemy, ze 0 ¢ N).
Dalej zakladamy, ze z # 1. Korzystajac ze wzoru na sume ciaggu geometrycznego dostajemy

>= T
z
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czyli szukamy rozwiazan zespolonych réwnania
n+1 1
z—1
Zatem z = 0 (i formalnie to rozwiazanie nalezy odrzuci¢ gdyz 0° nie ma okreélonej wartosci), albo
z jest pierwiastkiem stopnia n z jednosci. To oznacza, ze

2k 2k
z:cos—ﬂ+zsin—7r, k=1,2,...,n—1.
n n

=1 <= "M 1=z2-1 < z(:"-1)=0.

(k = 0 odrzucamy, gdyz z # 1!)

Zadanie 2.
Pokazemy najpierw, ze R(A * A") = R(A). Rzeczywiscie, wobec tego, ze C" = N (A) @ R(AH)
(patrz WYKLAD) mamy

R(A) = {AxT: 7€ C"} = {Ax(To+71): T € N(A), 7 € R(AH)}
= {Ax7: 7 € R(AT)} = R(Ax AT).
Stad, w szczegdlnosci, 1z2(A) = rz(A x A7),

Jedli teraz macierz Ax AH € C™™ jest nieosobliwa to jej kolumny sa liniowo niezalezne i jej rzad
wynosi m. A wiec

= rz(A x A") = rz2(A) = min(m, n),
skad m < n.
Jedli zas m < n to rz(Ax A®) = rz(A) = m, czyli kolumny macierzy Ax A sa liniowo niezalezne,
a wiec jest ona nieosobliwa.

Zadanie 3.
Najpierw obliczamy:
1 3 1 /2 _ V7 )1/2
’5‘”%’ = (3+45) " = \4[’ /2 =3,
’\/{’ = ‘(cosw—}—zsinw)lp) = ‘cos§+151n§’ = ‘%(1—%1)‘ =1

Stad

Al = vI 3 2
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[Alloo = 1Igiag<22lai,jl = max (§+3+2,1+1+4) — 6,
]2
1Al = 1Igf§3;|ai,jl = max (YT +1,3+1,2+4) =6,
2 3 1/2 . 12
IAllF = ;;\ai,y‘F = <16+9+4+1+1+16> = Y503,

Poniewaz norma oo jest “wybijana” na drugim wierszu macierzy A to réwnosé ||A x &l =
| Allso - [|Z]|cc ma miejsce dla

N\ 3 -1 -1
7= <Ia2,ﬂ> = |1yvi|=|+v2a-y | #£0
424 7 j=1 —1/2 ?
Zadanie 4.
Zauwazmy najpierw, ze dim()) = 2.
Jesli
a=0=0

to podprzestrzen Z jest rozpieta na wektorze [1,2, —1, O]T, ktéry nie nalezy do ). W konsekwencji
suma )Y + Z jest suma prosta, a jej wymiar wynosi 2 + 1 = 3.
Dalej zaktadamy, ze o # 0 lub § # 0. Wtedy 27 i Z5 sa liniowo niezalezne i dim(Z2) = 2.
Przedstawmy 2’ € Z w postaci

a— ab
2a + ab
—a+ab |’
aa + (b

Z=axZ1 +bx2p = a,b e R.

Wektor z' € Z nalezy réwniez do ) gdy dodatkowo spelnia oba réwnania okreslajace ). Spraw-
dzamy, ze oba réwnania sa dla Z € Z réwnowazne i dlatego wystarczy ograniczy¢ sie do pierwszego
z nich. Otrzymujemy

(1) (a+2)a+ (a+ p)b=0.

Poniewaz réwnanie to ma niezerowe rozwiazanie to suma podprzestrzeni ) i Z nie jest suma prosta.
Pozostaje znalez¢é wymiar podprzestrzeni ) + Z.

W tym celu zauwazamy, ze jesli « = —2 1 § = 2 to réwnanie (1) jest spelione dla dowolnych a
i b, co oznacza, ze Z C Y. W tym przypadku mamy wiec

dim(Y + 2Z) =dim(Y) = 2.
Jedli zas a # —2 albo 8 # 2 to dim(Y N Z) = 1 oraz
dim(Y + 2) =dim(Y) + dim(Z) —dim(Y N Z)=2+2—-1=3.
Ostatecznie otrzymalismy

2 dla (o, f) = (-2,2)},

dim(Y + 2) = { 3 w pozostatych przypadkach.

Suma podprzestrzeni ) i Z jest suma prosta jedynie w przypadku (o, 8) = (0,0).



Zadanie 5.
Odejmujac wiersz trzeci macierzy od wiersza pierwszego, a nastepnie dodajac go do drugiego otrzy-
mujemy macierz

0 X 2 0
0 X 3 2
1 11 1
0 A 3 A+2

Nastepnie odejmujemy od wiersza drugiego wiersz pierwszy, od wiersza czwartego wiersz drugi i
przestawiamy wiersz trzeci na poczatek. Otrzymujemy macierz

11 11
0 X 20
001 2
0 0 0 A

Poniewaz jest to macierz tréjkatna, jej nieosobliwosé jest réwnowazna niezerowaniu sie wszystkich
elementéw na gléwnej przekatnej. Stad dla A # 0 mamy rz(A4) = 4.

7Z kolei dla A = 0 czwarty wiersz jest zerowy, a pozostale sa juz liniowo niezalezne. A to oznacza,
ze rz(A) = 3.



