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PRZYKLADOWE ROZWIAZANIA ZADAN

Zadanie 1.
Macierz A jest nieosobliwa, a to oznacza, ze rz(A x X) = rz(X). Z warunku R(A x* X) = R(B)
wynika, ze rz(A x X) = rz(B), a stad rz(X) = rz(B). Latwo sprawdzi¢, ze rz(B) = 2 i tyle wlasnie
wynosi rzad macierzy X.

Przykladem takiej macierzy X jest

1 10 1 2 -1 3 -1 4
A '« B = 0 —1 0 | % 2 -3 5| =1]-2 3 =5
-1 -1 1 -2 1 -3 -5 2 -7

Macierz X nie jest wyznaczona jednoznacznie, bo jezeli X spelia réwnanie R(A x X) = R(B)
to dla a € R\ {0} mamy takze R(A * (aX)) = R(B).

Zadanie 2.
Jezeli Ac Aia € R toR(aA) =R(A) C Y. Jezeli A,B € A to

R(A+B) CR(A)+R(B)CY+Y=D.

Stad A jest podprzestrzenia liniowa w R4

Latwo widaé, ze podprzestrzen ) ma wymiar 3. Na to aby R(A) C )Y potrzeba i wystarcza, by
kazda kolumna macierzy A byla wektorem z ). Stad, ustalajac macierz Y € R*3, ktérej kolumny
stanowia dowolna baze w ) dostajemy, ze podprzestrzen A sklada sie ze wszystkich macierzy A
postaci

A =Y xB, gdzie Be R jest dowolna.

Poniewaz B ma 3 -4 = 12 elementéw, dim(A) = 12.

Zadanie 3.

7 ukladem réwnan
r1 + ro + x3 = 0
1 + 2x9 4+ 3x3 = 1
r1 + Az + 13 = «

stowarzyszamy macierz rozszerzona
111 0
A= 1 2 3 | 1
1 A1 | «

Teraz obliczamy rzedy macierzy A i [A|b] w zaleznosci od parametréw o« i A. Przeprowadzajac
operacje elementarne na wierszach otrzymujemy

1111 0 o 1 1 110
1 2 3 | 1 Wo — W1 0 1 2 |1
1 X1 ‘ « w3 — Wi 0 A—-1 0 ‘ «

Stad:



(1) dla A # 1 mamy rz(A) = rz([A]b]) = 3, a zatem uktad ma dokladnie jedno rozwiazanie

T2 =33
w3 = 5(1 —x2) = 3_,\1__1‘3‘
T1 = —a2 — T3 = oAy
(2) dlaA=11a# 0 mamy rz(A) =2 # 3 =rz([A]b]), a zatem uklad jest sprzeczny

(3) dlaA=11ia =0 mamy rz

—~

A) =2 =rz([A]b]), a zatem uklad jest niesprzeczny i przyjmuje

postaé
r1 + 22 + w3 = 0
To + 2x3 = 1 ’
czyli rownowaznie
Tro = 1-— 21‘3
r]1=—-To—x3=—14x3 "’
a stad rozwiazaniem ogdlnym jest [x1, 2o, 23] = [~1,1,0]7 + a1, —2,1]T, gdzie a jest
dowolne.
Zadanie 4.
Zatézmy, ze funkcjonaly si, so,..., s, sa liniowo niezalezne. Poniewaz dim(&') = dim(X™*) = n,

funkcjonaly te tworza baze X*. Niech z1, 2, ..., x, bedzie baza dualng X, tzn. taka, ze s;(x;) = d; ;
(taka baza istnieje, gdyz mamy kanoniczny izomorfizm X = X**). Niech teraz x = 2?21 ajr; € X
bedzie takim wektorem, ze z € (;_, ker(s;). Wtedy dla wszystkich j mamy s;(z) =a; =0iw
konsekwencji = 0. A zatem () ker(s;) = {0}.

Zalozmy teraz, ze funkcjonaly si, so, ..., s, sa liniowo zalezne. Wybierzmy maksymalny liniowo
niezalezny podukiad. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zalozyé, ze wybraliSmy s, so, ..., Sk,
przy czym k < n. Uzupelmijmy ukiad s, ss,..., st do bazy si,s9,..., Sk, 82“, ..., 8l przestrzeni
X™* iniech 1,29, ...,2, bedzie dualna do niej baza przestrzeni X. Zauwazmy teraz, ze dla i > k
mamy si(z;) = sa(x;) = -+ = sp(x;) = 0, a zatem s;(x;) = 0 dla j > k (bo s; sa liniowymi
kombinacjami funkcjonaléw si, s2,. .., s;). DostaliSmy wiec, ze

n
span(Tg41, ..., &n) C ﬂ ker(s;).
i=1

Zadanie 5.
Eliminujac kolejno wyrazy macierzy A pod gléwna diagonala w dwéch poczatkowych kolumnach
otrzymujemy rozktad “czesciowy”

A=LxR =

W N = =
*

_ O = W

O = =

1

01
1 1
(Puste miejsca oznaczaja zera.) Poniewaz element (3,3) w macierzy R jest zerowy, nalezy teraz

dokona¢ permutacji wierszy trzecego i czwartego, co odpowiada mnozeniu z lewej strony przez
macierz transpozycji

1000
010 0
P=Tsa=1¢y 0 0 1
00 10



Ostatecznie dostajemy rozklad P x A = L x R, gdzie

1 1 2 3 4
- 11 = 1 11
T
L:(T374*L*T374): 31 1 oraz R =T34 R = 10
2 0 01 1
Zadanie 6.
Oznaczajac przez B macierz, ktérej kolumny sa podanymi wektorami bazowymi,
111
B=1]12 0],
1 31
oraz przez F = diag(1,2,3) € R*3 macierz przeksztalcenia f w tej bazie, mamy
f(Z) = BxF+«B 'xZ, i € R
Stad, odwracajac “po drodze” macierz B otrzymujemy
111 100 1 1 -1 3/2 =2 3/2
A=B+«FxB ' =12 0|x[020]|x]| -1/2 0 1/2| = -1 1 1
1 31 0 0 3 1/2 -1 1/2 -1/2 -2 7/2

(A jest macierza przeksztalcenia w bazie kanonicznej €7, €, €3.)

Zadanie 7.
Obliczajac wyznacznik macierzy A dostajemy det(A4) = —2(A—1). Korzystajac ze wzoru det(A*F) =
(det(A))* mamy dalej det(A%) = (det(A))* = 16 (A—1)* oraz —3 det(A2) = —3(det(A))2 = —12(A—

1)2. Wszystkie szukane wartosci A sa wiec rozwigzaniami réwnania
16(A—1* = —12(0 = 1)
Rozwiazujac otrzymujemy trzy wartosci,

Ae {1,1+n/3/2}).

Zadanie 8.
7 wykladu wiemy, ze dla dowolnej formy kwadratowej h : R" +— R" istnieje baza, w ktérej macierz
formy ma posta¢ diagonalna diag(Ilr, —1I,,0¢) z jednoznacznie wyznaczonymi 7, v, & spelniajacymi
™+ v+ & =n. Co wiecej, macierz ta jest identycznoscia, tzn. m = n, wtedy i tylko wtedy gdy
forma jest dodatnio okreslona, a to z kolei jest réwnowazne dodatniej okreslonosci macierzy formy
w dowolnej bazie.

W naszym przypadku mamy h(Z) = Z7 * A x &, gdzie

2 X3
A= X 2 1], A €eR,
3 1 1

jest macierza formy h w bazie kanonicznej €1,€s,€3. Kryterium Sywester’a méwi, ze macierz
jest dodatnio okre$lona wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie wyznaczniki macierzy katowych A =
(ai,j)ﬁj:p k =1,2,3, sa dodatnie. Sprawdzamy, ze det(A;) = 2, det(As) = 4 — A2, oraz

det(As3) = det(A) = —\2 + 6\ — 16.

Poniewaz ostatni tréjmian kwadratowy przyjmuje stale wartosci ujemne (A = —28 < 0), szukane
wartosci A nie istnieja.



