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UWAGI.
(i) Poszczególne zadania należy oddawać na osobnych kartkach podpisanych imieniem i nazwiskiem.
(ii) Każde zadanie warte jest 5 punktów, niezależnie od stopnia trudności.

Zadanie 1. Niech ~a = [1, 0, 0]T i ~b = [0, 1√
2
, 1√

2
]T b ↪ed ↪a wektorami w przestrzeni liniowej C3

|C, a
‖ · ‖2 norm ↪a drug ↪a Schura w tej przestrzeni. Wykaż, że równanie

‖ z ~a+ (1− z)~b ‖2 = 1

ma nieskończenie wiele rozwi ↪azań z ∈ C.

Zadanie 2. W przestrzeni liniowej X = R5 dane s ↪a dwie podprzestrzenie:

Y = span
(
[1, 1, 1, 1, 1]T , [1, 2, 4, 8, 16]T , [1, a, a2, a3, a4]T

)
,

Z = span
(
[a, a2, a3, a4, a5]T , [b, b2, b3, b4, b5]T , [c, c2, c3, c4, c5]T

)
,

gdzie a, b, c ∈ R. Wyznacz wszystkie uk lady parametrów a, b, c, dla których

X = Y ⊕ Z.

Zadanie 3. Na przestrzeni X = P2
|R wielomianów stopnia co najwyżej 1 zdefiniowano funkcjona l

liniowy s = s1 + s2, gdzie s1, s2 jest baz ↪a w X ∗ sprz ↪eżon ↪a z baz ↪a wielomianów

p1(t) = 1− t, p2(t) = t.

Znajdź wspó lczynniki rozwini ↪ecia funkcjona lu s w bazie sprz ↪eżonej z baz ↪a

q1(t) = 1, q2(t) = t.

Zadanie 4. Dana jest macierz A ∈ Km,n i baza ~b1,~b2, . . . ,~bm przestrzeni Km. Wiadomo, że dla
każdego i = 1, 2, . . . ,m uk lad równań A ∗ ~x = ~bi ma jednoznaczne rozwi ↪azanie ~xi ∈ Kn. Pokaż, że
m = n i macierz A jest nieosobliwa.

Zadanie 5. Za lóżmy, że przekszta lcenie liniowe f : X → X spe lnia f ◦ f = f . Niech id : X → X
b ↪edzie przekszta lceniem identycznościowym, tzn. id(x) = x ∀x ∈ X . Wykaż, że:

(a) (id− f) ◦ (id− f) = id− f ,
(b) ker(f) = im(id− f).

Zadanie 6. Dla λ ∈ C macierz Aλ zdefiniowana jest jako

Aλ =

 3− λ 1 2
3 1− λ 3
1 1 λ

 .
Dla jakich wartości λ macierz Aλ jest nieosobliwa?



Zadanie 7. Dla jakich wartości a ∈ R forma kwadratowa

h
(
[x1, x2, x3]T

)
= x2

1 + ax2
2 + (a+ 1)x2

3 + 4x1x2 + 2x1x3 − 8x2x3

jest dodatnio określona?

Zadanie 8. W przestrzeni Euklidesowej X = R3 z iloczynem skalarnym

(x, y) = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3,

znajdź rzut prostopad ly wektora [1, 2, 3]T ∈ R3 na podprzestrzeń

Y = span
(
[1, 1, 1]T , [0, 2, 2]T

)
.


