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PRZYKLADOWE ROZWIAZANIA ZADAN

Zadanie 1.
Nalezy sprawdzi¢ czy funkcja 1 spelnia aksjomaty normy, tzn.
(i) PY(F) =0 < =0 VZ € R3
(ii) Y(af) = |a|y(F) vZe R}*Va e R
(i) (@ +9) <Y(@)+¥(EH)  Vr,y R’

Warunek (i) jest spetniony, bo ¢(0) = || £(0)|| = ||0]| = 0; jesli zaé ¥ (x) = ||f(Z)| = 0 to f(Z) =0,
a poniewaz jadro f jest podprzestrzenia zerowa to & = 0.

Bezposredni rachunek pokazuje, ze (ii) i (iii) sa takze spelmione, bowiem

¥(ad) = ()| = |af @) = ]l f@] = |al(@).
oraz
Y@+ ) = 1@+ D = 1@ + @< 1@+ 1@ = 9) + ().

Przeksztlcenie 1) jest wiec norma w R3.

Zadanie 2.

Dla dowolnej liczby zespolonej o« mamy dim(X) = 3 i dim()) = 1. Stad przestrzenie X i Y
tworza sume prosta wtedy i tylko wtedy gdy wektor [2,1,1, a2, 2]7 rozpinajacy ) nie nalezy do X.
Roéwnowaznie, wektor ten nie spelnia rownania opisujacego przestrzen X, tzn.

2+ (a+1)-1-14+a%-a>-2+#0.
Po przeksztalceniach dostajemy, ze a - (a* + 1) # 0, czyli a # 0 oraz
ot £ —1.

Korzystajac ze wzoréw na pierwiastki z liczby zespolonej dostajemy ostateczna odpowiedz (» =

V=)

S
S

agé{O, (141), L2(1-1), —Y(1+2), _22(1_1)}.

Zadanie 3.
Zbiér funkcjonatéw S jest podprzestrzenia w X*, bo dla dowolnych a1, a0 € R, 51,59 € X'*, oraz
7 € Y mamy
(181 + @282)(Y) = a1s1(Y) + agsa(y) = a1 %0+ agx 0 =0.
Aby znalezé wymiar S, weZzmy baze (¥1,%2) w Y i uzupemijmy ja do bazy (41,2, 3, Y4, Y5)
przestrzeni X = R®. Niech dalej (s}, s3, s3, 55, s5) bedzie baza do niej sprzezona w X. Wtedy dla
dowolnego funkcjonatu

5
(1) s:ZajsjeX*
j=1

1



oraz dowolnego wektora bazowego ¢; (1 < ¢ < 5) mamy

Zaﬂj _O‘Z

Stad s € S wtedy i tylko wtedy gdy s(y1) = s(ng) =0, czyli a1 = as = 0, co z kolei jest réwnowazne
temu, ze s € span(ss, sj, st). W konsekwencji dim(S) = 3.

Zadanie 4. -
Zapisujemy uklad w postaci AX = b, gdzie

1 -1 2 0 2 1
- -2 2 =3 -1 —2 -2
[Alb] = 3 -3 2 4 5
1 -1 1 1 1 1
Pierwsza kolumne eliminujemy za pomoca operacji wy — wg — (—2) - wy, ws +— ws — 3 - wy,
wy — wo — 1 - w;. Dostajemy wektor eliminacji pierwszej kolumny l; = [ —2,3,1]7. Mamy teraz
1 -1 2 0 2 1
[A(l)]g(l)] _ 0 1 -1 2 0

0
O 0 —4 4 7| 2
0O 0 -1 1 -1|-3

Teraz przestawiamy kolumny 2. i 3., a nastepnie eliminujemy 2. Wektor eliminacji to fg =
[0,0, —4, —1]T. Dostajemy

12 -1 0 2| 1

@en_ | 01 0 —1 2 0

(AP = 00 0 01| 2
00 0 0 1]-3]

Przestawiamy kolumny 3. i 5. eliminujemy 3. l} =10,0,0,1]7

[1 22 0 -1 1]

(AP = 001 0 0] 2
000 0 0]-5]

Widzimy, ze rankA®) = 3, rank[A(3)|g(3)] = 4. Z tw. Croneckera-Capelliego wynika, ze uktad jest
sprzeczny.
Rozklad tréjkatno-tréjkatny macierzy A jest nastepujacy: R = A®),

1
L:I4+[Z;[7f25f3)70]:

)

0 00
-2 1 00
3 =4 10
1 1 11

P = I, (wiersze nie byly przestawiane), natomiast ) to macierz wykonanej permutacji kolumn:

0 00O

Q=T35+To3 =

OO OO
_ o o O
O = OO

1 0
0 1
0 0
0 0



Zadanie 5.

Najpierw pokazemy, ze suma im(f) + ker(f) jest prosta. Rzeczywiscie, niech y € im(f) N ker(f).
Wtedy z jednej strony f(y) = 0, a z drugiej y = f(z) dla pewnego z € X. Wobec tego, ze fof = f,
mamy

a stad y = 0 i suma jest prosta.
Pozostaje wykazaé, ze

(2) X =im(f) @ ker(f).

Oczywiscie

(3) (im(f) @ ker(f)) C X.

Ponadto, na podstawie twierdzen z wyktadu i faktu, ze suma jest prosta, otrzymujemy
(4) dim(&') = dim(ker(f)) 4+ dim(im(f)) = dim(im(f) @ ker(f)).

Réwnosé (2) wynika teraz z (3) 1 (4).

Zadanie 6.
Niech
a—2 a—3 a—4
A= |a+1 a—1 a-—3
a—4 a—7 a—10

Odejmujac pierwsza kolumne od drugiej, a nastepnie pierwsza od trzeciej otrzymujemy macierz

a—2 -1 =2
A=la+1 -2 -4,
a—4 -3 —6

ktérej wyznacznik jest taki sam jak wyznacznik macierzy A. Poniewaz kolumny druga i trzecia
macierzy A’ sa proporcjonalne to det(A’) =0, a tym samym det(A) = 0.

Zadanie 7.

Niech

2 2 2

2 40

2 0 5

bedzie macierza formy ¢ w bazie kanonicznej. Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze wyznacz-
niki kolejnych macierzy katowych A, Az, A3z macierzy A wynosza odpowiednio 2, 4, 4. Stad,
na podstawie kryterium Sylwestera, macierz A jest dodatnio okreslona i podobna do macierzy
identycznosciowej I3. Réwnowaznie, istnieje macierz nieosobliwa C' € R3 x R? taka, ze

(5) CT s« AxC =13,

A=

przy czym kolumny macierzy C' tworza szukang baze w R3.

Aby znalezé C, przeksztalcimy macierz A przez kongruencje do macierzy jednostkowej. Najpierw
odejmujemy od wierszy drugiego i trzeciego wiersz pierwszy, a nastepnie dodajemy wiersz drugi do
trzeciego otrzymujac, w zapisie macierzowym, By = Ly * Ly * A, gdzie

2 2 2 1 1
Bi=|02 0|, ILy= 1 . Li=|-11
001 11 -1 1



7 kolei wykonujac te same operacje na kolumnach macierzy Bi otrzymujemy
Bo=By LT« LT = (Lo % Ly) * A% (Ly * L))" = diag(2,2,1).
Teraz wystarczy pomnozy¢ By z lewej i z prawej strony przez macierz diagonalna
— V2 V2
D = diag <7, 5 1)

aby otrzymaé (5) z macierza

2 2
W
C=LixLy*xD=| o ¥

0 0 1

Uwaga. Szukana baze (ktéra nie jest wyznaczona jednoznacznie) mozna réwniez uzyskaé stosujac

do dowolnego ukladu bazowego w R? ortonormalizacje Grama-Schmidta ze wzgledu na iloczyn
skalarny .

Zadanie 8.
Warunek p(0) = 1 implikuje, ze warstwa

W= {qt)=at* +bt+1: a,b € R} = 1+span(t,t?).
Poniewaz ||p(t) — q(t)|| = [|(p(t) — 1) — (¢(t) — 1)||, minimalizacja odleglosci wielomianu p(t) od
wielomianéw z W sprowadza si¢ do minimalizacji odleglosci wielomianu p/(t) = p(t) — 1 = t* — 1
od wielomianéw z podprzestrzeni

Y = span(t, t?).

Wiemy, ze rozwiazaniem ostatniego zadania jest rzut prostopadly p/(¢t) na ). Sprawdzamy, ze ze
wzgledu na dany iloczyn skalarny mamy

(t* —1,t) =0, oraz  (t*—1,t*) =0,

co oznacza, ze t? — 1 jest prostopodly do ) i w konsekwencji poszukiwanym rzutem jest wielomian
ZETOWY.
Ostatecznie wielomianem najblizszym t? w warstwie W jest wielomian staly réwny 1.



