Rozdzial 9

Wyznacznik macierzy

9.1 Definicja i pierwsze wlasnosci
Niech A bedzie macierza kwadratowa nad cialem K,

Definicja 9.1 (PRZEZ ROZWINIECIE LAPLACE’A)
Wynacznikiem macierzy kwadratowej n X n nazywamy funkcje

det, : K" — K,
zdefiniowana rekurencyjnie w nastepujqgcy sposob:
(n=1) det1(A) :=dety([ar1]) = a1,
(n>2) det,(A) =" (1) a;, - dety_1(4in),
gdzie A;,, € K171 jest macierza powstata 2 A poprzez usuniecie z niej
1-tego wiersza i n-tej kolumny.

Zgodnie z definicja mamy

dety(A) = a11092 — a12097,
dets(A) = a11a22a33 + a12a23031 + a1,3021032

—Q1,102,3032 — (12021033 — A1 3022031,

det4(A) =
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Wprost z definicji rekurencyjnej tatwo réwniez zauwazy¢, ze dla macierzy
identycznosciowej mamy det,, (I,,) = 1. Ogdlniej, jesli A jest macierza réjkat-
na dolna lub tréjkatna goérna, A € TRIL™"™ U TRIU™", to

detn(A) = H Qg 5.

=1

Jesli format macierzy jest znany lub nieistotny to dalej bedziemy dla
uproszczenia pisaé det(A) zamiast det,, (A).

Twierdzenie 9.1 Wyznacznik jest funkcjq lintowa ze wzgledu na dowolnag
kolumne macierzy, tzn.

det([dy,...,dyx a4 a,xa',... dy)])

= det([dy,...,dp,...,0,]) x4 det([dy,...,d, ..., 4])*

I<p<n
Dowdd. Rzeczywiscie, réwnos$¢ w oczywisty sposéb zachodzi dlan =1, a

dla n > 2 wystarczy osobno rozpatrzy¢ dwa przypadki,p=nil <p <n-—1,
oraz skorzystac¢ z definicji rekurencyjnej.

Z twierdzenia 9.1 mamy od razu, ze det([...,0,...]) = 0. Natomiast
stosujac twierdzenie 9.1 kolejno do kazdej z kolumn macierzy otrzymujemy,
ze dla dowolnej macierzy diagonalnej D = diag(ay, as, ..., )

n

det(A = D) = det([d x ar, ...,y * o)) = det(A) - [J s (9.1)

i=1
W szczegdlnosci,

det,(ax A) = o™ - det, (A) oraz det,(—A) = (—1)" - det,(A).

9.2 Wyznacznik a operacje elementarne

9.2.1 Permutacja kolumn

Twierdzenie 9.2 Przestawienie roznych kolumn macierzy zmienia znak wy-
znacznika, tzn. dla dowolnej transpozycji T, 4, p # q,

det(A xT,,) = —det(A).
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Dowéd. (Indukcja wzgledem n.)

Dla n = 1,2 wzor sprawdzamy bezposrednio z definicji. Dla n > 3 rozpatru-
jemy trzy przypadki.

(a) 1<p<g<n-—1

Korzystajac z zatozenia indukcyjnego mamy

n

det,(A* Tpg) = > (=1)"a;ndety 1 (A% Tpg)in)

=1

= =) ()" aipdety,_1(A; )
1=1
= —det,(A).

b)yp=n—-1,qg=n.
Stosujac dwukrotnie rozwiniecie Laplace’a dostajemy

det,(A) = Y (=1)""a;,det,_1(A;,)
=1

n i—

[y

= Z<_1)i+nai,n< (_1)k+(n_1)ak,n—ldetn—2(A{i,k}{nfl,n}>
i=1 k=1
+ Z (_1)(k_1)+(n_1)ak,n—1detn—2(A{i,k}{nfl,n})>
k=i+1
= _Z<_1>i+kai,nak,n—ldetn—2(A{i,k}{nfl,n})
k<i
+ Z(_1)i+kai,nak,n—1detn—2(A{i,k}{nfl,n})a
i<k

gdzie Ag; ky{n—1,n) jest macierza powstata z A poprzez usuniecie wierszy i-tego
i k-tego oraz kolumn (n—1)-szej i n-tej. Wykonujac to samo dla macierzy Asx
T, , otrzymujemy ten sam wzor, ale z odwréconymi znakami przed symbolami
sumowania.

(c)1<p<n—-2,q=n.

W tym przypadku wystarczy zauwazy¢, ze

A Tp,n = Ax Tp,n—l * Tn—l,n * Tp,n—l

i skorzysta¢ dwukrotnie z (a) i raz z (b).
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Z twierdzenia 9.2 wynika w szczegoélnosci, ze wyznacznik macierzy trans-

pozycji T}, , z p # q¢ wynosi —1.
Wyznacznik mozna rozwija¢ nie tylko wzgledem ostatniej, ale réwniez
wzgledem dowolnej kolumny.

Twierdzenie 9.3 Dla dowolnego n > 2 11 < j <n mamy

n

det,(A) = (=1)"a;; - det,_1(A;;).

i=1
Dowéd. Jesli j=n—1 to
det,(A) = —det,(A*T,_1,)

= - Z(_l)“_nai,n—l -det,—1(Ain-1)
i=1

n

= Z(—l)Hn*lai,nq -dety,—1(Ain-1).

i=1
Dalej, korzystajac z prawdziwosci rozwiniecia dla j = n — 1, pokazujemy
podobnie prawdziwos¢ rozwiniecia dla j = n — 2, itd., az do j = 1.

9.2.2 Kombinacja liniowa kolumn

7 twierdzenia 9.2 od razu otrzymujemy
det([...,a,...,d,...]) =0.
Stad i z liniowosci wyznacznika wzgledem dowolnej kolumny wynika, ze wy-
znacznik nie ulegnie zmianie gdy do kolumny dodamy inna kolumne po-
mnozona przez skalar, tzn.
det([c?l, e ,6p_1, C_I:Z, + &’q *m, 6p+1, S ,an])
= det([c_il, c. ,C_I:pfl, C_L}), 6p+1, . ,Ein])
Uogodlnieniem ostatniej wlasnosci jest nastepujaca.

Twierdzenie 9.4 Jesli do p-tej kolumny dodamy kombinacje lintowaq pozo-
statych kolumn to wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie, tzn.

det([al, cey Gy, Gy + E @ * My, Gy, - - - ,anD
J#p

= det([c?l, e ,6p_1,6p,6p+1, R 76Ln]).
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Zauwazmy, ze ostatnia réwnos¢ mozna symbolicznie zapisaé¢ jako
det(A * (I—l—Tﬁ*ég)) =det(A), oile eff*?ﬁ:O.
Whiosek 9.1 Jesli macierz A jest osobliwa to det(A) = 0.

Dowdd. Jesli A nie jest pelego rzedu to jedna z kolumn, powiedzmy p,
jest kombinacja liniowa pozostatych kolumn. Odejmujac od p-tej kolumny ta
kombinacje liniowa otrzymujemy macierz A’ o tym samym wyznaczniku co
A 1 o zerowej p-tej kolumnie. Stad det(A) = det(A’) = 0.

9.3 Dalsze wlasnosci wyznacznikéw

9.3.1 Wyznacznik iloczynu macierzy

Jak wiemy, kazda macierz tréjkatna dolna L € TRIL™" z jedynkami na
gléwnej przekatnej mozna przedstawi¢ jako iloczyn

L=I,+h«xé +tlqgxe =T+l xe ) s (I +1l_1e_,),

gdzie l_; =[0,...,0,0j41,---,ln;]7, 1 < j <n—1. Napodstawie twierdzenia
J
9.4 mamy wiec, ze
det(A x L) = det(A). (9.2)

Podobnie, wyznacznik nie ulegnie zmianie gdy macierz pomnozymy z prawej
strony przez macierz tréjkatna gorna z jedynkami na gléwnej przekatne;j.

Niech teraz W € TRIL™"UTRIU™". Jesli wszystkie wyrazy na przekatnej
sg niezerowe, w;; 7 0, 1 <1i < n, to

W = W1 * diag(wlyl, Ce ,wnm),

gdzie W, € TRIL™" U TRIU™" z jedynkami na gléwnej przekatnej. Stosujac
kolejno (9.1) i (9.2) (z macierza odpowiednio tréjkatna gérna albo tréjkatna
dolna) dostajemy

det(Ax W) = det(A * W) - Hw“ = det(A) - H Wi 4. (9.3)
i=1 i=1
Jedli za$ wyr, = 0 dla pewnego k to W jest osobliwa, a stad osobliwa jest
réwniez macierz A W i réwnanie det(Ax W) = det(A) - [[;_, wi; pozostaje
W mocy.

Mozemy teraz pokaza¢ nastepujace twierdzenie
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Twierdzenie 9.5 Dia dowolnych macierzy A, B € K"
det(A x B) = det(A) - det(B).

Dowdéd. Skorzystamy z twierdzenia, ze dla dowolnej macierzy B istnieje
rozklad tréjkatno-tréjkatny P x B x QT = L x R, czyli

B=P'«LxRxQ,

gdzie P =T\ py* % Ty 1 pm—1) 1 Q = T1ga)*. .. ¥ 1,1 g(n—1) S8 macierzami
permutacji, L jest trojkatna dolna z jedynkami na przekatnej, a R tréojkatna
gérna. Jasne, ze det(P) = (—1)%, gdzie s jest liczba wlasciwych przestawien
w p (tzn. liczba tych 4 dla ktérych i # p(i)), oraz podobnie det Q = (—1),
gdzie t jest liczba wlasciwych przestawien w q. Wykorzystujac wielokrotnie
twierdzenie 9.2 oraz wzér (9.3) otrzymujemy

det(Ax B) = det(A*PTxLxR)-(—1)

= det(Ax P"« L)(—1)" - [ ria
=1

= det(Ax PT)(—1)". ﬁrzz

n

= det(A)(_l)s+t : H Ti

= det(A) x det(B),

co nalezalo pokazac.

9.3.2 Wyznacznik macierzy nieosobliwej i transpono-
wanej

Jak zauwazylidmy wczesniej w dowodzie twierdzenia 9.5, rozklad macierzy
A = PT % L x R x Q implikuje réwnos¢

det(A) = (—1)°*". Hﬂ',i,
i—1

ktora z kolei daje dwa nastepujace wazne wnioski.
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Whiosek 9.2 Macierz A jest nieosobliwa, tzn. rz(A) = n, wtedy i tylko
wtedy gdy det(A) # 0.

Whniosek 9.3 Dia dowolnej macierzy kwadratowej A mamy
det(AT) = det(A).

Ostatni wniosek oznacza, ze wszystkie wlasnosci wyznacznika dotyczace
kolumn macierzy przystuguja réwniez jej wierszom. W szczegdlnosci, wy-
znacznik mozna rozwija¢ wzgledem dowolnego wiersza,

n

det, (A) =Y “(=1)"a,; - det,_1(Ay).

j=1

9.4 Definicja kombinatoryczna wyznacznika

Kazda macierz permutacji P € K™"™ moze by¢ rozlozona na wiele sposobow
na iloczyn transpozycji, np.

P = T17i1 * TQ,iz Kook Tn—l,in,l- (94)

Poniewaz

det(T},,) = 1, p=gq (transpozycja niewlasciwa),
P~ p#q (transpozycja wlasciwa),

to
det(P) = (=1)7®,

gdzie o(p) = 0 gdy liczba transpozycji wlasciwych w rozktadzie (9.4) jest
parzysta, oraz o(p) = 1 gdy liczba transpozycji wlasciwych w (9.4) jest
nieparzysta. PokazaliSmy wiec nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9.6 W rozkltadzie macierzy permutacyi na iloczyn transpozycji
liczba transpozycyi wtasciwych jest zawsze parzysta, albo zawsze nieparzysta.

Parzystos¢ lub nieparzystos¢ permutacji jest wiec wiasnoscia permutacji
(niezalezna od rozkladu).
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Definicja Laplace’a wyznacznika jest réwnowazna nastepujacej definicji
kombinatoryczney:

det,(A) = > (=1)"P ] ap).,.

albo
det, (A) = Z (—I)U(Q) H A (i)
=1

q=[q(1),-.,q(n)]

Indukeyjny dowdd réwnowaznosei tych definicji pomijamy. (Tutaj p i ¢ sa
permutacjami ciagu [1,2,...,n], przy czym pog=gqgop=1d=[1,2,...,n].
Wtedy o(p) = o(q).)

9.5 Wzory Cramera

Pokazemy teraz, ze uktady rownan liniowych mozna, przynajmniej teoretycz-
nie, rozwiazywacé za pomoca liczenia odpowiednich wyznacznikéw.

Definicja 9.2 Macierz C(A) := (vi;) € K™", gdzie
Yig = (=1)det,1(Aiy),
nazywamy macierza komplementarna do danej macierzy A € K™,

Zauwazmy, ze na podstawie rozwiniecia Laplace’a mamy

g det,(A), k=7,
Pjk = Z%‘,jai,k = { :
— 0, k#J,
a stad
P = (pj7k)§ik:1 =det,(A) * I, = (C(A)T % A.

Zatem jesli rz(A) = n to

L (AT (=) et (A5 "
4= N < det,,(A) )

1,j=1
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Rozpatrzmy teraz uktad rownan A x ¥ = bz kwadratowg 1 nieosobliwa
macierza A € K™". Wtedy jego rozwiazanie

(C(A)T *b
det,(A) ’

T = (xj)?zl — Al yp =

czyli

S 21 Yig*bi _ Do (=1)"det, 1 (Aij) - bi
! det, (A) det, (A) ’

albo rownowaznie

_ detn([c_il, R ,Jj_l,l_;, 6j+17 e ;6n])
detn([c_il, Ce ,6j_1,6j,aj+1, c. ,Jn])7

Lj

dla 1 < j < n. Ostatnie formuly zwane sa WZORAMI CRAMERA.

Uwaga. Wzory Cramera maja dla duzych n znaczenie jedynie teoretyczne,
gdyz, jak tatwo si¢ przekonaé, koszt liczenia wyznacznika macierzy wprost
z definicji jest proporcjonalny do n! W takich przypadkach lepiej stosowaé
eliminacje Gaussa, ktorej koszt obliczeniowy jest proporcjonalny do n?.



