
Rozdzia l 8

Przekszta lcenia liniowe

8.1 Podstawowe poje֒cia i w lasności

Niech X|K i Y|K be֒da֒ dwiema przestrzeniami liniowymi nad tym samym
cia lem K.

Definicja 8.1 Przekszta lcenie f : X → Y nazywamy przekszta lceniem linio-
wym X w Y jeśli ∀x, y ∈ X ∀α, β ∈ K zachodzi równość

f(x ∗ α + y ∗ β) = f(x) ∗ α + f(y) ∗ β.

8.1.1 Obraz, ja֒dro i rza֒d przekszta lcenia

Dla X1 ⊆ X , zbiór
f(X1) := {f(x) : x ∈ X1}

nazywamy obrazem zbioru X1.
Jeśli X1 jest podprzestrzenia֒ X to f(X1) jest podprzestrzenia֒ Y . Rze-

czywíscie, jeśli y1, y2 ∈ f(X1) to dla pewnych x1, x2 ∈ X1 mamy y1 = f(x1) i
y2 = f(x2). Sta֒d dla dowolnych α1, α2 ∈ K mamy

y1 ∗ α1 + y2 ∗ α2 = f(x1) ∗ α1 + f(x2) ∗ α2 = f(x1 ∗ α1 + x2 ∗ α2) ∈ f(X1).

W szczególności, f(X ) oraz f({0}) = {0} sa֒ podprzestrzeniami.
 Latwo również sprawdzić, że obrazem warstwy W (x0,X1) ⊆ X jest war-

stwa W (f(x0), f(X1)) ⊆ Y . A wie֒c bycie podprzestrzenia֒, elementem zero-
wym albo warstwa֒ sa֒ niezmiennikami przekszta lceń liniowych.
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Podobnie jak dla macierzy definiujemy obraz przekszta lcenia liniowego f

im(f) := f(X ) = {f(x) : x ∈ X} ⊆ Y ,

jego ja֒dro

ker(f) := {x ∈ X : f(x) = 0} ⊆ X ,

oraz rza֒d

rank(f) := dim(im(f)).

Oczywíscie, ja֒dro jest też podprzestrzenia֒.

Twierdzenie 8.1 Dla dowolnego przekszta lcenia liniowego f mamy

dim (X ) = dim (im(f)) + dim (ker(f)) .

Dowód. Niech X1 be֒dzie tak zdefiniowane, że

X = X1 ⊕ ker(f).

Wtedy dim(X ) = dim(X1) + dim(ker(f)). Pokażemy, że dim(im(f)) =
dim(X1). W tym celu zauważmy, że każdy x ∈ X można jednoznacznie
przedstawić jako x = x1 + x0, gdzie x1 ∈ X1 i x0 ∈ ker(f). Sta֒d

im(f) = {f(x1 + x0) : x1 ∈ X1, x0 ∈ ker(f)} = {f(x1) : x1 ∈ X1}.

Teraz wystarczy pokazać, że dim(X1) = dim(f(X1)). Rzeczywíscie, niech

A = [x1, . . . , xs] ∈ X 1,s

be֒dzie baza֒ X1 (s = dim(X1)) oraz

B = [f(x1), . . . , f(xs)] ∈ Y1,s.

Wtedy f(X1) = span(f(x1), . . . , f(xs)) oraz uk lad {f(xj)}
s
j=1

jest liniowo
niezależny. Jeśli bowiem B ∗ ~α = 0 to również f(A ∗ ~α) = 0. Ponieważ
A∗ ~α /∈ ker(f)\{0} to A∗ ~α = 0 i z liniowej niezależności {xj}

s
j=1

dostajemy

~α = ~0. Otrzymalísmy, że B jest baza֒ f(X1) i dim(f(X1)) = s = dim(X1).
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8.1.2 Przyk lady

• Każda macierz A ∈ Km,n może być identyfikowana z przekszta lceniem
liniowym f : Kn → Km danym wzorem

f(~x) = A ∗ ~x, ~x ∈ Kn.

Wtedy im(f) = R(A), ker(f) = N (A) oraz rank(f) = rz(A). Twier-
dzenie 8.1 sprowadza sie֒ w tym przypadku do wniosku 5.1.

W szczególności, funkcjona ly liniowe sa֒ przekszta lceniami liniowymi.
Wtedy A ∈ K1,n oraz Y = K.

• Niech f : P10

|R → P10

|R, f(p) = p′′ (druga pochodna). Wtedy ker(f) =

P2

|R i im(f) = P8

|R.

• Jeśli zaś w poprzednim przyk ladzie f(p) = p′ − p to im(f) = P10

|R oraz

ker(f) = P0

|R = {0}.

8.1.3 Różnowartościowość

Twierdzenie 8.2 Na to, aby przekszta lcenie liniowe f : X → Y by lo różno-

wartościowe potrzeba i wystarcza, że ker(f) = {0}.

Dowód. Jeśli f jest różnowartościowe to tylko dla x = 0 mamy f(x) = 0,
czyli ker(f) = {0}. Z drugiej strony, jeśli ker(f) = {0} i f(x1) = f(x2) = 0
to f(x1 − x2) = 0, a sta֒d x1 − x2 = 0 i x1 = x2, co kończy dowód.

Z ostatniego twierdzenia wynika, że jeśli ker(f) = {0} to istnieje prze-
kszta lcenie “odwrotne” f−1 : im(f) → X takie, że ∀x ∈ X f−1(f(x)) = x
oraz ∀y ∈ im(f) f(f−1(y)) = y. Ponadto f−1 jest liniowe, bo jeśli y1, y2 ∈
im(f) to definiuja֒c x1 = f−1(y1) i x2 = f−1(y2) mamy

f−1(y1 ∗ α1 + y2 ∗ α2) = f−1 (f(x1) ∗ α1 + f(x2) ∗ α2)

= f−1 (f(x1 ∗ α1 + x2 ∗ α2))

= x1 ∗ α1 + x2 ∗ α2

= f−1(y1) ∗ α1 + f−1(y2) ∗ α2.

Mówia֒c inaczej, każde różnowartościowe przekszta lcenie liniowe f : X → Y
ustala izomorfizm pomie֒dzy X i swoim obrazem im(f) ⊆ Y .
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8.1.4 Przestrzeń przekszta lceń liniowych

Zbiór wszystkich przekszta lceń liniowych z X w Y tworzy przestrzeń liniowa֒
nad K, jeśli dzia lania dodawania przekszta lceń i mnożenia przez skalar zde-
finiowane sa֒ w naturalny sposób jako:

(α ∗ f)(x) = α ∗ f(x), (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Przestrzeń ta֒ oznaczamy (X → Y)|K albo Lin(X ,Y). Oczywíscie, elementem
neutralnym (zerowym) tej przestrzeni jest przekszta lcenie zerowe, a przeciw-
nym do f jest (−f).

Podobnie jak dla funkcjona lów, dla wygody be֒dziemy cze֒sto stosować
zapis

f · x := f(x), ∀f ∈ Lin(X ,Y) ∀x ∈ X .

Uwaga. Zauważmy, że wobec równości

(α ∗ f + β ∗ g) · x = α ∗ (f · x) + β ∗ (g · x)

każdy wektor x ∈ X może być traktowany jako element przestrzeni

Lin (Lin(X ,Y),Y) .

Jednak w ogólności nie mamy równości pomie֒dzy Lin (Lin(X ,Y),Y) i X ,
tak jak jest w przypadku Y = K.

8.2 Macierz przekszta lcenia liniowego

8.2.1 Definicja

Niech dim(X ) = n, dim(Y) = m. Niech

A = [x1, . . . , xn] ∈ X 1,n, B = [y1, . . . , ym] ∈ Y1,m

be֒da֒ odpowiednio bazami X i Y . Wtedy

X = {A ∗ ~a : ~a ∈ Kn}, Y = {B ∗~b : ~b ∈ Km}.

Przypomnijmy, że B
−1 jest wektorem funkcjona lów,

B
−1 =







r1

...
rm






∈ (Y∗)m,1,
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gdzie rj ∈ Y∗, 1 ≤ j ≤ m, tworza֒ baze֒ Y∗ sprze֒żona֒ do B.
Niech f : X → Y be֒dzie przekszta lceniem liniowym i y = f · x. Przyj-

muja֒c x = A ∗ ~a i y = B ∗~b mamy

~b = B
−1 · y = B

−1 · (f · x)

= B
−1 · (f · (A ∗ ~a)) =

(

B
−1 · f · A

)

∗ ~a

= F ∗ ~a,

gdzie F ∈ Km,n,
F = B

−1 · f · A,

jest macierza֒ o wyrazach fi,j = ri(f(xj)), tzn. w j-tej kolumnie macierzy F
stoja֒ wspó lczynniki rozwinie֒cia wektora f(xj) w bazie [y1, . . . , ym].

Definicja 8.2 Macierz liczbowa֒ F = B
−1 · f · A nazywamy macierza֒ prze-

kszta lcenia f : X → Y w bazach A i B odpowiednio przestrzeni X i Y.

8.2.2 Izomorfizm Lin(X ,Y) i Km,n

Niech Φ : Lin(X ,Y) → Km,n,

Φ(f) = B
−1 · f · A, ∀f ∈ Lin(X ,Y).

Odwzorowanie Φ przyporza֒dkowuja֒ce przekszta lceniu liniowemu jego ma-
cierz jest liniowe (zachowuje kombinacje liniowe). Jeśli bowiem Φ(f) = F i
Φ(g) = G to

Φ(α ∗ f + β ∗ g) = B
−1 · (α ∗ f + β ∗ g) · A

= α ∗ (B−1 · f · A) + β ∗ (B−1 · g · A)

= α ∗ Φ(f) + β ∗ Φ(g).

Ponadto,  latwo sprawdzić, że Φ jest wzajemnie jednoznaczne i odwzorowanie
odwrotne Φ : Km,n → Lin(X ,Y) wyraża sie֒ wzorem

Φ−1(F ) = B ∗ F ∗ A
−1, ∀F ∈ Km,n.

Sta֒d Φ jest izomorfizmem a przestrzenie Lin(X ,Y) i Km,n sa֒ izomorficzne.
Ponieważ dla przestrzeni macierzy mamy dim(Km,n) = m · n, otrzymu-

jemy w szczególności wniosek, że

dim (Lin(X ,Y)) = dim(X ) · dim(Y).
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Przyk ladowa֒ baze֒ Lin(X ,Y) tworza֒ przekszta lcenia ϕi,j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤
j ≤ n, dane wzorem ϕi,j = Φ−1(Ei,j) (gdzie Ei,j ma jedynke֒ na przecie֒ciu
i-tego wiersza i j-tej kolumny, a poza tym zera). Dok ladniej, dla x = A ∗ ~a,
~a = [α1, . . . , αn]T , mamy

fi,j · x = (B ∗ Ei,j ∗ A
−1) ∗ A ∗ ~a = B ∗ (Ei,j ∗ ~a) = (B ∗ ~ei) ∗ αj = ~yi ∗ αj.

8.3 Dalsze w lasności macierzy przekszta lceń

8.3.1 Obraz i ja֒dro przekszta lcenia/macierzy

Twierdzenie 8.3 Mamy

im(f) = B ∗ R(F ) := {B ∗~b : ~b ∈ R(F )},

ker(f) = A ∗ N (F ) := {A ∗ ~a : ~a ∈ N (F )}.

Dowód. Bezpośrednio sprawdzamy, że

im(f) = {f · x : x ∈ X} = {f · A ∗ ~a : ~a ∈ Kn}

= {B ∗ (B−1 · f · A) ∗ ~a : ~a ∈ Kn} = {B ∗ F ∗ ~a : ~a ∈ Kn}

= {B ∗~b : ~b ∈ R(F )},

oraz

ker(f) = {x ∈ X : f · x = 0} = {A ∗ ~a ∈ X : f · A ∗ ~a = 0}

= {A ∗ ~a : B ∗ (B−1 · f · A) ∗ ~a = 0}

= {A ∗ ~a : B ∗ F ∗ ~a = 0} = {A ∗ ~a : F ∗ ~a = 0}

= {A ∗ ~a : ~a ∈ N (F )}.

Na podstawie twierdzenia 8.3 możemy powiedzieć, że B (B−1) jest izo-
morfizmem R(F ) w im(f) (im(f) w R(F )), a A (A−1) jest izomorfizmem
N (F ) w ker(f) (ker(f) w N (F )).

8.3.2 Zmiana bazy

Zastanówmy sie֒ jak wygla֒da zależność pomie֒dzy wspó lczynnikami rozwinie֒-
cia danego wektora x ∈ X w dwóch różnych bazach A i B przestrzeni X .
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Formalnie możemy rozpatrzyć macierz przekszta lcenia identycznościowego
f = idX : X → X , idX (x) = x. Zapisuja֒c x z jednej strony jako x = A ∗~a, a

z drugiej jako x = B ∗~b otrzymujemy

~b =
(

B
−1 · A

)

∗ ~a.

Macierz F = B
−1 · A ∈ Kn,n o wspó lczynnikach fi,j = ri · xj nazywa sie֒

macierza֒ zmiany bazy z A na B.

Oczywíscie, macierz zmiany bazy jest nieosobliwa.

Podamy teraz charakterystyczny przyk lad zmiany bazy. Niech X|K = Pn
|R

be֒dzie przestrzenia֒ wielomianów stopnia co najwyżej n − 1. Rozpatrzmy
baze֒ pote֒gowa֒ A = [1, t, t2, . . . , tn−1] oraz baze֒ B = [l1, . . . , ln], gdzie li sa֒
wielomianami Lagrange’a zdefiniowanymi w (6.1) dla ustalonych we֒z lów t1 <
t2 < · · · < tn. Wtedy funkcjona ly rk, 1 ≤ k ≤ n, tworza֒ce macierz B

−1, dane
sa֒ wzorem rk(p) = p(tk) ∀p ∈ Pn

|R. Sta֒d wspó lczynniki macierzy przej́scia

F = B
−1 · A ∈ Kn,n wynosza֒ fi,j = (ti)

j, czyli

F =











1 t1 t2
1

· · · tn−1

1

1 t2 t2
2

· · · tn−1

2

...
...

...
...

1 tn t2n · · · tn−1

n











.

Jest to macierz Vandermonde’a. Zauważmy, że “przy okazji” pokazalísmy, iż
macierz Vandermonde’a, jako macierz zmiany bazy, jest nieosobliwa.

8.3.3 Z lożenie przekszta lceń

Niech f ∈ Lin(X ,Y) i g ∈ Lin(Y ,Z). Wtedy z lożenie (superpozycja)

g ◦ f : X → Z,

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) ∀x jest też liniowe, tzn. (g ◦ f) ∈ Lin(X ,Y). Rze-
czywíscie,

(g ◦ f)(x1 ∗ α1 + x2 ∗ α2) = g(f(x1) ∗ α1 + f(x2) ∗ α2)

= (g ◦ f)(x1) ∗ α1 + (g ◦ f)(x2)α2.
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Twierdzenie 8.4 Niech A, B i C be֒da֒ odpowiednio bazami przestrzeni X ,

Y i Z. Niech f ∈ Lin(X ,Y), g ∈ Lin(Y ,Z), a F , G be֒da֒ odpowiednio

macierzami przekszta lceń f i g w podanych bazach. Wtedy macierz z lożenia

h = g ◦ f ∈ Lin(X ,Z) wynosi

H = G ∗ F.

Dowód. Rzeczywíscie, mamy bowiem

H = C
−1 · h · A = C

−1 · g · f · A

=
(

C
−1 · g · B

)

∗
(

B
−1 · f · A

)

= G ∗ F.


