Rozdzial 8

Przeksztalcenia liniowe

8.1 Podstawowe pojecia i wlasnosci

Niech Xk i Vjk beda dwiema przestrzeniami liniowymi nad tym samym
cialem K.

Definicja 8.1 Przeksztalcenie f : X — Y nazywamy przeksztalceniem linio-
wym X w Y jesliVx,y € X Va, 8 € K zachodzi rownosé

flexat+yx )= fla)xa+ fly) 5.

8.1.1 Opbraz, jadro i rzad przeksztalcenia

Dla X} C X, zbiér
() ={f(z): v e A1}

nazywamy obrazem zbioru Xj.

Jesli &) jest podprzestrzenia X to f(X)) jest podprzestrzenia ). Rze-
czywiscie, jesli y1, yo € f(&)) to dla pewnych z1, xs € X} mamy y; = f(zq) i
y2 = f(z2). Stad dla dowolnych ay, ay € K mamy

yrkag +yax e = f(xy) *aqg + f(xa) ke = f(x1 % ag + 29 % an) € f(XY).

W szezegdlnosei, f(X) oraz f({0}) = {0} sa podprzestrzeniami.

Latwo réwniez sprawdzi¢, ze obrazem warstwy W (zg, X)) C X jest war-
stwa W (f(xo), f(X1)) € Y. A wiec bycie podprzestrzenia, elementem zero-
wym albo warstwa sa niezmiennikami przeksztalcen liniowych.

5
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Podobnie jak dla macierzy definiujemy obraz przeksztatcenia liniowego f

im(f) = f(X) ={f(z): z e X} C DV,

jego jadro
ker(f):={z e X : f(zx) =0} C X,

oraz rzqd
rank(f) := dim(im(f)).

Oczywiscie, jadro jest tez podprzestrzenia.

Twierdzenie 8.1 Dia dowolnego przeksztatcenia liniowego f mamy
dim (X) = dim (im(f)) + dim (ker(f)) .
Dowdd. Niech &) bedzie tak zdefiniowane, ze
X = X @ ker(f).
Wtedy dim(X) = dim(&;) + dim(ker(f)). Pokazemy, ze dim(im(f)) =
dim(X;). W tym celu zauwazmy, ze kazdy z € X mozna jednoznacznie
przedstawié jako x = 1 + o, gdzie 1 € X} 1z € ker(f). Stad
im(f) = {f(z1+x0) : 1 € X1, 9 € ker(f)} ={f(x1) : 1 € X1}
Teraz wystarczy pokazaé, ze dim(&}) = dim(f(X;)). Rzeczywiscie, niech
A=[zry,...,0,] Xt
bedzie baza X (s = dim(A&))) oraz
B = [f(r1), ... f(x)] € V.
Wtedy f(X1) = span(f(x1),..., f(x,)) oraz ukiad {f(x;)}3_, jest liniowo
niezalezny. Jesli bowiem B x & = 0 to réowniez f(A x @) = 0. Poniewaz

Axd ¢ ker(f)\ {0} to Axa = 01z liniowej niezaleznodci {x;}3_, dostajemy
& = 0. Otrzymalismy, ze B jest baza f(X;) i dim(f(X,)) = s = dim(&X,).
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8.1.2 Przyklady

e Kazda macierz A € K™" moze by¢ identyfikowana z przeksztalceniem
liniowym f : K" — K" danym wzorem

f(#) = Ax 2, 7 e K"
Wtedy im(f) = R(A), ker(f) = N(A) oraz rank(f) = rz(A). Twier-
dzenie 8.1 sprowadza sie w tym przypadku do wniosku 5.1.
W szczegdlnosci, funkcjonaly liniowe sa przeksztalceniami liniowymi.
Wtedy A € K oraz ) = K.

e Niech f : 77|1P(3 — 77‘11%, f(p) = p" (druga pochodna). Wtedy ker(f) =

e Jesli za$ w poprzednim przyktadzie f(p) = p’ — p to im(f) = 77|1fg oraz
ker(f) = 73|0R = {0}.

8.1.3 Roznowartosciowosé

Twierdzenie 8.2 Na to, aby przeksztatcenie liniowe f : X — Y bylo rézno-
wartoSciowe potrzeba i wystarcza, ze ker(f) = {0}.

Dowdéd. Jedli f jest réznowartosciowe to tylko dla z = 0 mamy f(z) = 0,
czyli ker(f) = {0}. Z drugiej strony, jesli ker(f) = {0} i f(x1) = f(x2) =0
to f(xy —x9) =0, astad 1 — x9 = 0 1 7 = z, co konczy dowdd.

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze jesli ker(f) = {0} to istnieje prze-
ksztalcenie “odwrotne” f~! :im(f) — X takie, ze Vo € X f~!(f(x)) = x
oraz Vy € im(f) f(f~'(y)) = y. Ponadto f~! jest liniowe, bo jesli y;, 9, €
im(f) to definiujac x1 = f~'(y1) 1 22 = f~'(y2) mamy

Fr o xor+yexar) = f7H(f(a1) xar + f(a2) * as)
= [T ([ x a1 + 22 %))

= Ik Q]+ To* Qo
= [T y) *on 4+ 7 (y2) * .

Méwiac inaczej, kazde réznowartosciowe przeksztalcenie liniowe f : X' — Y
ustala izomorfizm pomiedzy X i swoim obrazem im(f) C ).
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8.1.4 Przestrzen przeksztalcen liniowych

Zbiér wszystkich przeksztalcen liniowych z X w ) tworzy przestrzen liniowa
nad K, jedli dzialania dodawania przeksztalcen i mnozenia przez skalar zde-
finiowane sa w naturalny sposéb jako:

(ax f)(x) =axf(z),  (f+9)(x)=f(z)+g(z).

Przestrzeii ta oznaczamy (X — V) g albo Lin(X, V). Oczywiscie, elementem
neutralnym (zerowym) tej przestrzeni jest przeksztalcenie zerowe, a przeciw-

nym do f jest (—f).
Podobnie jak dla funkcjonaléw, dla wygody bedziemy czesto stosowaé
zapis

frx:= f(x), VfeLin(X,)) VrelX.
Uwaga. Zauwazmy, ze wobec réwnosci
(axf+Bxg)-z=ax(f z)+0x(g- 1)
kazdy wektor x € X moze by¢ traktowany jako element przestrzeni
Lin (Lin(X,Y),Y).

Jednak w ogdlnosci nie mamy réwnosci pomiedzy Lin (Lin(X,Y),Y) i X,
tak jak jest w przypadku )Y = K.

8.2 Macierz przeksztalcenia liniowego

8.2.1 Definicja
Niech dim(&X') = n, dim(Yy) = m. Niech
A=z, .z, €X B={[y,...,9m €I
beda odpowiednio bazami X i ). Wtedy
X={Axd:decK", Y={Bxb:becK"}.

Przypomnijmy, ze B~! jest wektorem funkcjonatéw,
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gdzie r; € Y*, 1 < j < m, tworza baz¢ V* sprzezong do B.
Niech f : X — )Y bedzie przeksztalceniem liniowym i y = f - x. Prayj-
mujac x = A xd iy =B * b mamy

b =B'y=B"(f 2
= B (f-(Axa) = (B! f-A)xd

= Fxa,
gdzie F' € K™",
F=B"1 f-A,
jest macierza o wyrazach f; ; = r;(f(z;)), tzn. w j-tej kolumnie macierzy F
stoja wspolczynniki rozwiniecia wektora f(x;) w bazie [y, ..., Ym].

Definicja 8.2 Macierz liczbowg F = B~ - f - A nazywamy macierza prze-
ksztalcenia f: X — ) w bazach A ¢ B odpowiednio przestrzeni X 1 ).

8.2.2 Izomorfizm Lin(X,)) i K™"
Niech @ : Lin(X,)) — K™,
o(f)y=B'-f-A,  VfeLinX))

Odwzorowanie ® przyporzadkowujace przeksztalceniu liniowemu jego ma-
cierz jest liniowe (zachowuje kombinacje liniowe). Jesli bowiem ®(f) = F' i

d(g) =G to
Dlaxf+Bxg) = B (axf+0xg) A
= ax(B - f-A)+8xB-g-A)
= axd(f) + B x ().

Ponadto, tatwo sprawdzi¢, ze ® jest wzajemnie jednoznaczne i odwzorowanie
odwrotne ® : K"™" — Lin(X,)) wyraza sie wzorem

dYF) =BxFxA™,  VFcK™.

Stad ® jest izomorfizmem a przestrzenie Lin(X,)) i K™" sa izomorficzne.
Poniewaz dla przestrzeni macierzy mamy dim(K"™") = m - n, otrzymu-
jemy w szczegdlnosci wniosek, ze

dim (Lin(X,Y)) = dim(X) - dim(}).
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Przykladowa baze Lin(X,)) tworza przeksztalcenia 0ij, 1 <1< m,1<
Jj < n, dane wzorem ¢;; = @*1(Ei’j) (gdzie E;; ma jedynke na przecieciu
i-tego wiersza i j-tej kolumny, a poza tym zera). Dokladniej, dla x = A x @,
a=[a,...,a,]", mamy

8.3 Dalsze wlasnosci macierzy przeksztalcen

8.3.1 Obraz i jadro przeksztalcenia/macierzy
Twierdzenie 8.3 Mamy

im(f) = B*R(F) = {Bxb: beR(F)},
ker(f) = AxN(F) :={Axad: aeN(F)}.

Dowdd. Bezposrednio sprawdzamy, ze
im(f) = {f-z:2eX} ={f Axa: ae K"}
= {B+xB ' -f-A)xad:adecK"}y = {BxFxa:adcK"}
= {Bxb:beR(F)},

oraz

ker(f) = {s€X: f-2=0} = {AxdcX: f -Axda=0}
= {A%xd@:Bx(B "' f-A)xa=0}
= {Axd:BxFx«xd=0} = {Axad: Fxa=0}
= {Axd: deN(F)}.

Na podstawie twierdzenia 8.3 mozemy powiedzie¢, ze B (B~!) jest izo-
morfizmem R(F) w im(f) (im(f) w R(F)), a A (A™!) jest izomorfizmem
N(F) w ker(f) (ker(f) w N(F)).

8.3.2 Zmiana bazy

Zastanowmy sie jak wyglada zaleznos¢ pomiedzy wspédtczynnikami rozwinie-
cia danego wektora z € X w dwdéch réznych bazach A i B przestrzeni X.
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Formalnie mozemy rozpatrzy¢ macierz przeksztalcenia identycznosciowego
f=idy: X = X, idy(z) = x. Zapisujac x z jednej strony jako x = A x @, a
z drugiej jako x = B * b otrzymujemy

b= (B -A)xad.

: _ -1 n,n 4 3 J— . . 1
Macierz F' = B~ - A € K™" o wspdlczynnikach f;; = r; - x; nazywa sie
macierzq zmiany bazy z A na B.

Oczywiscie, macierz zmiany bazy jest nieosobliwa.

Podamy teraz charakterystyczny przyktad zmiany bazy. Niech Xjg = P&{
bedzie przestrzenia wielomiandéw stopnia co najwyzej n — 1. Rozpatrzmy
baze potegowa A = [1,¢,¢%,...,t""!] oraz baze B = [l1,...,l,], gdzie I; sa
wielomianami Lagrange’a zdefiniowanymi w (6.1) dla ustalonych wezltéw ¢; <
ty < -+ < t,. Wtedy funkcjonaly ry, 1 < k < n, tworzace macierz B~!, dane
sa wzorem 1x(p) = p(ty) Vp € Plr- Stad wspélezynniki macierzy przejscia
F=B"1-AeK" wynosza fi; = (t;)7, czyli

1ty 2 -yt
b 1oty 2 - tyt
1 t, t2 - !

Jest to macierz Vandermonde’a. Zauwazmy, ze “przy okazji” pokazalismy, iz
macierz Vandermonde’a, jako macierz zmiany bazy, jest nieosobliwa.

8.3.3 Zlozenie przeksztalcen

Niech f € Lin(X,Y)1ig € Lin(Y, Z). Wtedy zlozenie (superpozycja)
gof: X —2,

(go f)(z) = g(f(x)) Va jest tez liniowe, tzn. (g o f) € Lin(X,)). Rze-

czywiscie,

(go fixr*xar+x2xaz) = g(f(x1)*xay+ f(22) * ag)
(go [)(w1) *x a1+ (g o f)(za)as.
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Twierdzenie 8.4 Niech A, B i C bedq odpowiednio bazami przestrzeni X,
Y i Z. Niech f € Lin(X,)), g € Lin(Y,2), a F, G beda odpowiednio
macierzami przeksztatcen f i g w podanych bazach. Wtedy macierz ztozenia
h=gofeLin(X,Z) wynosi

H=GxF.
Dowdd. Rzeczywidcie, mamy bowiem

H = CY. h A= *1-g-f~A
= (C' g B)«B "' f-A)
G F.



