Rozdziat 7

Uklady réwnan liniowych

W tym rozdziale zajmiemy sie rozwiazywaniem ukladéw réwnan liniowych

(2.2). Stosujac zapis macierzowy zadanie formulujemy nastepujaco.

Dla

danej macierzy (wspdlczynnikow) A € K™" oraz wektora (wyrazéw wol-

nych) beKm nalezy znalez¢ wszystkie wektory (niewiadome) ¥ spelniajace

rownosé

AxZ =b.

7.1 Zbidr rozwiazan

7.1.1 Twierdzenie Kroneckera-Capelliego
Mamy trzy mozliwosci:
(i) VEe K" AxT#b uklad jest sprzeczny

—
(i) ITe K® AxZ=b —> uklad jest niesprzeczny
—

(i) 37 e K" AxZ=10b uktad jest oznaczony !

Twierdzenie 7.1 (KRONECKERA-CAPELLIEGO)
Uktad A x ¥ = b jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy

—

r2(A) = rz([A, b]),

tzn. rzqd macierzy A jest rowny rzedowi A rozszerzonej o wektor b.

1Symbol “I13” czytamy jako “istnieje dokladnie jeden”.
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Dowéd. Jesli 1z([A, b)) = rz(A) to wektor b nalezy do przestrzeni rozpiete]
przez wektory-kolumny macierzy A. To zas oznacza, ze b jest liniowa kom-
binacja tych wektoréw. Wspodlczynniki tej kombinacji tworza rozwiazanie &
uktadu.

Z drugiej strony, jesli istnieje ¥ € K" taki, ze Axx = b to gjest kombinacja
liniowa wektoréw-kolumn macierzy A, czyli b nalezy do przestrzeni rozpietej
na tych wektorach. To za$ implikuje ze rz([A, b]) = rz(A) i koticzy dowéd.

Mozemy rownowaznie stwierdzi¢, ze ukltad A x ¥ = b jest niesprzeczny
wtedy i tylko wtedy gdy b e R(A), czyli wektor wyrazéw wolnych lezy w
obrazie macierzy wspotczynnikéw.

7.1.2 Zbiér rozwiazan jako warstwa

Niech

-

LAL) = {ZeK": AxF=0b}
b.

bedzie zbiorem wszystkich rozwiazan ukladu A x & =

Definicja 7.1 Powiemy, Ze dwa uklady, Ay x ¥ = by oraz Ay x T = 52, sa
rownowazne gdy majq ten sam zbior rozwiazan, tzn. gdy

L(A1,b1) = L(As, by).
Twierdzenie 7.2 Jesli uktad A7 =1 jest miesprzeczny to zbior rozwiqzan
LAD) = {Z+7: TEN(A)} = W (5, N(4)),
gdzie Ty jest dowolnym rozwigzaniem szczegolnym uktadu.
Dowéd. Jedli 7y jest rozwiazaniem szczegllnym i i € N(A) to
As(Zo+7) = AxZo+Axf=b+0=0b,

czyli Ty + ¢ jest tez rozwiazaniem. To za$ implikuje ze W (7o, N (A)) C
L(A,D).

7 drugiej strony, jesli AxZ = b to Ax (X —72p) = b—b =0, czyli (X—2)) €
N(A). A wiec & = Ty + (¥ — @) jest z jednej strony rozwiazaniem uktadu, a

—

z drugiej elementem warstwy W (Zo, N'(A)). Stad L(A,b) C W (&, N (A)).
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7.1.3 Uklady nieosobliwe

Rozpatrzmy przez chwile uktady z macierzami kwadratowymi.

Twierdzenie 7.3 Macierz kwadratowa A € K™" jest nieosobliwa wtedy 1
tylko wtedy gdy rz(A) = n.

Dowdéd. Wobec nieréwnosci
n =rz(I,) = rz2(A* A™") < min (rz(A),12(A™"))

mamy, ze jesli A jest nieosobliwa to rz(A) = n = rz(A™!). Z drugiej strony,
jesli 1z(A) = n to kolumny A sa wektorami liniowo niezaleznymi. Stad
istnieje macierz X € K™" taka, ze A« X = I,,. Podobnie, istnieje Y € K™"
taka, ze AT xY =1, czyli YT x A = I,,. Ponadto

YT =YTxL,=(YTxA)«X=1,xX =X,
tzn. odwrotnoéci lewostronna i prawostronna istnieja i sa sobie réwne, A~! =
X =Y7T. To koticzy dowdd.

Wiemy, ze jesli macierz kwadratowa A jest nieosobliwa to rozwigzaniem
uktadu A+7 = b jest T 1= A1 b i jest to jedyne rozwiazanie, tzn. uklad jest
oznaczony. Ale tez odwrotnle jesli uklad A x & = b z macierza kwadratowa
A jest oznaczony dla pewnego 5 to macierz A jest nieosobliwa. Rzeczywiscie,
wtedy jadro N (A) = {5} To znaczy, ze wektory-kolumny macierzy tworza
uklad liniowo niezalezny i rz(A) = n. Na podstawie twierdzenia 2.1 wnio-
skujemy ze A jest nieosobliwa.

Whniosek 7.1 Niech A bedzie macierzq kwadratowg. Uktad A x ¥ = gjest
oznaczony wtedy 1 tylko wtedy gdy A jest nieosobliwa.

7.2 Efektywna metoda rozwiazania

Dla danej macierzy A € K™" i wektora beKm chcemy zbada¢, czy uktad
(7.1) jest niesprzeczny, a jesli tak to znalezé zbidr jego rozwiazan (warstwe)

gdzie N'(A) = span(Zsi1, Zs12,- -, 2n) 1 8 = 12(A).



66 ROZDZIAL 7. UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

7.2.1 Ogodlny schemat

—

Najpierw wyznaczymy s = rz(A) i t = rz([A, b]), a nastepnie w przypadku
s = t skonstruujemy rozwiazanie szczegélne Ty oraz baze Zsi1, ..., Z, jadra
N(A).

Ogélny schemat postepowania prowadzacy do postaci réwnania, z ktérego
mozna juz stosunkowo latwo odczytaé¢ rozwiazanie jest nastepujacy. Star-
tujac z uktadu wyjsciowego (7.1), ktéry oznaczymy przez (Up), kolejno dla
k=1,2,...,s konstruujemy “prostsze” i (prawie) réwnowazne (Uy) uklady
(Uy) 7z macierzami A%®) tego samego formatu co A. Macierz A® ukladu
docelowego (Uy) okaze sie tréjkatna gorna.

Dopuszczamy przy tym nastepujace operacje na uktadnie rownan:

(i) zamiana kolejnosci rownan (wierszy macierzy),
(ii) zamiana kolejnosci niewiadomych (kolumn macierzy),

(iii) dodanie do jednego z réwnan innego réwnania pomnozonego przez ska-
lar.

Zauwazmy, ze operacje (i) oraz (iii) prowadza do uktadéw réwnowaznych,
za$ (ii) powoduje jedynie zmiane kolejnosci niewiadomych. W szczegdélnosei,
rzad macierzy uktadu nie ulega zmianie.

Schemat sprowadzania ukladu wyjsciowego do postaci z macierza troj-
katna gornag przy pomocy zdefiniowanych operacji, ktory teraz doktadniej
opiszemy, nazywamy ELIMINACJA GAUSSA.

7.2.2 Eliminacja Gaussa

Zalézmy, ze wykonaliSmy juz k przeksztalcen uktadu wyjsciowego,
gdzie 0 < k < s — 1, otrzymujac uktad

AW 5 7B — F®

7 macierza

Ry T,
(k) _ ko Lk
A {O Vk]’
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gdzie Ry € TRIUKF jest kwadratowa i nieosobliwa macierza trojkatna gorna.
Oczywiscie, zalozenie to jest spelnione dla k = 0, czyli dla ukladu wyjscio-
wego, bowiem wtedy A© =V, = A.

KROK (k + 1)-SZY ELIMINACJI

1. Wybieramy w Vj, element rézny od zera, powiedzmy v,, # 0, k+ 1 <
p<m, k+1<q<mn. (Taki element istnieje, bo inaczej mielibysmy
17(A) = 12(AW) = k < s = 1z(A).)

2. Przestawiamy wiersze (k + 1)-szy z p-tym oraz kolumny (niewiadome)
(k + 1)-sza z g-ta.

3. Dokonujemy eliminacji (k 4 1)-szej niewiadomej z réwnan od (k + 1)-
szego do m-tego odejmujac od réwnania i-tego réwnanie (k + 1)-sze
pomnozone przez

lijrr = al) fal) o, dlai=k+1,k+2,...,m.

(Tutaj az(? oznacza element aktualnie stojacy na przecieciu i-tego wier-
sza 1 j-tej kolumny macierzy ukladu).

Po wykonaniu (k + 1)-szego kroku metody dostajemy uklad z macierza
A®+D) ktéra ma wyzerowane wspétezynniki o indeksach (4,5) dla 1 < j <
kE+1,7<1<m.

Po wykonaniu s = rz(A) krokéw dostajemy uklad (Us) postaci

A 1) = o),

przy czym

Ry T.
(s): S s
w0 w]

a wektor 7® rézni sie od #® jedynie przestawieniem (permutacja) wspol-
rzednych. Rzeczywiicie, gdyby odpowiednia podmacierz V, macierzy A
byla niezerowa to mieliby$my rz(A) = rz(A®) > s.

Dodajmy jeszcze, ze w przypadkach s = 0 i s = min(m,n) niektére bloki
macierzy A®) sg puste.
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7.2.3 Konstrukcja rozwiazania ogdlnego

Przyjmujac

gdzie fﬁs),gﬁs’ c Ko, fg;) c K, 53? e K™ ¢ uktad (U,) mozemy zapisaé
jako
Rond) 4 Ty = B
0 = by

Jesli teraz gg) + 0 to uklad jest sprzeczny i nie ma rozwiazan. Jesli zag
l;(j? = 0 to uklad (U,) redukuje sie do
Rox @ + T, 29 = b9,

=(s)

Przyjmujac 7}, = 0 otrzymujemy rozwiazanie szczegdlne

=S ,L_[:O
=[]

gdzie 1y € K* jest rozwiazaniem nieosobliwego uktadu
R, * iy = by

z macierza trojkatna dolna R,.
Baze jadra macierzy A(S)’

N(A¥) = N([Rs, Tv)),

znajdujemy rozwiazujac (n — s) liniowo niezaleznych rozwiazan uktadéw jed-
norodnych

—

Ry« + Ty« 2 = 0

(s)

kladac kolejno za T}y wersory €, €s, ..., é,_s € K" 5. Oznaczajac

TS - [ES—}—l)ES—}—Q) .. 7t_;7,]
otrzymujemy

5‘(8) - [ éijjs ] ’ gdzie Ry ﬁ§8) - _t_;a
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s+ 1 < j < n. Ostatecznie dostajemy
LIA®) 5y = 7 + span(é?l, )

n

Sa to rowniez wszystkie rozwiazania uktadu wyjsciowego, z doktadnoscia do
odpowiedniej permutacji wspoirzednych.

7.3 Interpretacja macierzowa eliminacji

Zobaczymy teraz jak proces eliminacji Gaussa wyglada z punktu widzenia
rachunku macierzy.

7.3.1 Analiza operacji elementarnych

Zat6zmy najpierw, dla uproszczenia, ze nie musimy wykonywac przestawien
ani wierszy ani kolumn ukladu (tzn. w kazdym kroku element k-ty na gléwnej
przekatnej jest niezerowy). Wtedy eliminacja w k-tym kroku odpowiada
mnozeniu macierzy A%*—1) z lewej strony przez macierz kwadratowa

- -
1
LkZ:Im—l_;;*e_z: 1 EKm’m,
~lhg 1,k
I ~lm g 1]
gdzie Iy = 0,0, 0, k1 gy oy i) T oraz
(k-1)
A k .
lik = Tk kE+1<i<m. (7.2)
O
Dlatego
AV = L% A,
A(2) = L2 * A(l) = L2 * L1 * A,

AW = Lo AT = o= Lox L %% Lk A,
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astadA:(L;l*...*Ls—l)*A(s)

Zauwazmy teraz, ze
L = <fm—zt-*eéf>* = (L +1; %),
Rzeczywiscie, wobec tego, ze € f = (0 mamy bowiem

([m—l:*é‘f)*([mA—l:-*éiT):[m—l:-*(é‘f*l:-)*é‘if:[m.

Stad

L1_1>I<--->X<LS_1 = (In +l1>|<el) ok (I, +S*é‘£)

= Im+l1>|<61 . +l:, el
Oznaczajac L= L' - % L7! oraz R = AW otrzymujemy ostatecznie
rozklad (faktoryzacje) macierzy,
A=LxR,
gdzie
- L 0 mm ~ | R T mn
_[H[]GK , R—[O O]GK ;

L € TRIL®*? jest kwadratowa macierza tréjkatna dolna z jedynkami na
gléwnej przekatnej oraz R € TRIU®® jest macierza tréjkatna gérna.

Dodajmy jeszcze, ze wspotczynniki [;, macierzy Lsadlal <k < s,
k < i < m, zdefiniowane przez (7.2).

Rozpatrzmy teraz ogdlny przypadek, gdy dokonujemy przestawien wier-
szy i/lub kolumn macierzy. Przypomnijmy, ze przestawienie wierszy i-tego z
J-tym jest rOwnowazne pomnozeniu macierzy przez elementarna macierz per-
mutacji (transpozycje) 7T; ;, natomiast pomnozenie macierzy z prawej strony
przez T; ; jest rownowazne przestawieniu kolumny i-tej z j-ta. Dlatego w
obecnodci przestawien dostajemy

AV = L[« Ty p, x AxT g,
A® = L, x Th py * AW Thg, = LoxTop, x Ly xTh, x AxTh 4 % 1o,
AB) = L, sk Ty po -k Thpy sk Lyx Ty« ATy gy % Ty gy 5 - x Ty g,

przy czym zawsze 1 < p;, J < g5, 1 <1,5 <s.
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Zauwazmy, ze
T27p2 * L1 * Tl,pl = <T27p2 * L1 * T27p2) * T27p2 X Tl,pl'
Dalej

Topy ¥ Ly % Thpy = Topy s Iy — 1l %E1) % Thy,
[m - (T27p2 * l_i) * (éﬁ{ * T2,p2)
= ILn—Dhxéf
=: Lgl),

gdzie Lgl) rézni sie od L; jedynie przestawieniem wyrazow 2-go i ps-go w
pierwszej kolumnie. Uogdlniajac to rozumowanie dostajemy

Lg*Tgp, x---xThp, * Ly x T,
= Ly Ty, 5% Lyx LY« Ty, « Th
= LyxTsp x5 (Tsp, % Lo x T p,) % (15, * Lgl) NETS
>X<T37p3 * T27p2 * Tl,pl

= LoxT,p, x---xL3x Lg) * Lf) * T3 0 % Ty % T )
— (LD sk LS S LTV w L) 5 (T, % -+ 5 Thpy).
Definiujac macierze permutacji
Q'=Q" = Ty x % Ty g, P:=T, - xT\,,
otrzymujemy ostatecznie
Al — Lff_l) *---*Lgs_l) x« Px AxQT :R,

czyli pozadany rozktad o
PxAxQT =LxR,

L= (LN we s (LE)L, R= A©),

7.3.2 Rozklad trdjkatno-tréojkatny macierzy

Wynikiem naszej analizy jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 7.4 (O ROZKLADZIE TROJKATNO-TROJKATNYM MACIERZY )
Dla dowolnej macierzy A € K™™ rzedu s istnieja (na ogdl niejednoznaczne)
macierze permutacyi P € K™™ ¢ Q) € K™" takie, Ze macierz A=PxAx QT
ma jednoznaczny rozktad trojkatno-trojkatny

A

A=LxR,
gdzie Le K™m, Re K™, Zm =1YVi,

- [L o . [R T
L] e lial

L € TRIL*®, R € TRIU®".

Dowdd. Istnienie rozkladu udowodnilismy przez konstrukcje macierzy Li
R (za pomoca eliminacji Gaussa). Aby pokazaé jednoznacznosé¢, przedsta-
wimy A w postaci blokowej,

A Arg Aip
A= 7 i A € K¥°.
[ Az Agp b

Wtedy dla danego rozkladu A=L=xR mamy
AleL*R, ALQ:L*T, AQJZH*R, AZQIH*T.

Gdyby istnial inny rozklad z macierzami L i R to mieliby$my L+ R = L * R,
czyli

L '«T=R+R .
Po lewej stronie ostatniej rownosci mamy macierz tréjkatna dolna z jedyn-
kami na przekatnej, a z prawej tréjkatna gérna. To wymusza L~' % L =
I =R« Eil, czyli L = Li R = R. Jednoznacznoéé pozostalych blokéw w
rozkladzie wynika z réwnosci T = L1 * A1o1 H = A9 % R~%

7.4 Eliminacja bez przestawien
Podamy teraz warunek konieczny i dostateczny na to, aby istnial rozkiad

trojkatno-trojkatny oryginalnej macierzy A, a tym samym, aby eliminacja
Gaussa byla wykonalna bez przestawien wierszy i/lub kolumn.
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Twierdzenie 7.5 Aby macierz A = (a;;) € K™" rzedu s miata rozktad
trajkatno-trojkatny bez przestawien wierszy i/lub kolumn potrzeba i wystar-
cza, ze wszystkie macierze kqtowe Aj = (ai,j)f,j:l ceKFE dlak=1,2,....,s
sq nieosobliwe.

Dowéd. Jedli macierz ma rozktad A = Lx R to A = ik *Rk jest nieosobliwa
dla 1 < k < s. Dowdd w druga strone podamy przez indukcje po s. Dla
s = 1 twierdzenie jest oczywiste, bo wtedy a;; # 0 i eliminacja pierwszej
kolumny jest wykonalna. Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla s — 1.
Oznaczajac

mamy z zalozenia indukcyjnego, ze istnieje rozklad A,_; = LG~V s« RE—D dla
pewnych nieosobliwych macierzy

L6 ¢ TRILS 1 oraz RGVD ¢ TRIUS 1=,

Oznaczajac

I,(s—1) 6’ R(s—l) l_)'
L® = { o ., RO =17 ,
g 1

i rozwiazujac réwnanie A®) = L() ¥ R®) otrzymujemy
a = LUV« l;,
& = @'« R (albo (RENTxg=2),

=T .
ass = g *b4rgy,

)

skad kolejno wyliczamy g, g irss. Rozklad tréjkatno-tréjkatny macierzy
katowej A®) w oczywisty sposéb implikuje juz rozklad calej macierzy A.

Na koniec podamy wazne klasy macierzy, dla ktoérych eliminacja Gaussa
jest mozliwa bez przestawien wierszy i/lub kolumn. Sa to macierze:

(a) diagonalnie dominujace wierszami

WDD™ = {4 = (ai5) € K™ Jaigl > Y Jayyl, 1< i < nf.
i#j=1
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(b) diagonalnie dominujace kolumnami

KDD™" = {A € K"": AT ¢ WDD™"}.

(¢) hermitowskie dodatnio okreslone

HPD™" = {A e K" : A¥ = AorazVZ # 02 « Ax & > 0}.

(d) hermitowskie ujemnie okreslone

HND™" = {4 € K™ : (—A) € HPD""}.

Aby pokazaé, ze w tych przypadkach przestawienie wierszy/kulumn nie
jest konieczne, wykazemy, ze spelnione sa zalozenia twierdzenia 7.5.

W przypadku (a) zauwazamy, ze jesli A € WDD™" to A jest nieosobliwa,
N(A) = {0}. Jesli bowiem AxZ =01 Z # 0 to dla p takiego, ze |z,| = ||Z]
mamy a, T, + ., ap;7; = 0, a stad

|app| < Z |ap,j|

J#p

< Z|a’p7j|7

J#p

Ly
Lp
co przeczy dominacji gléwnej diagonali macierzy. Uzasadnienie uzupeinia
obserwacja, ze jesli A € WDD™" to réwniez macierze katowe A, € WDD**,
1<k<n.

Dla przypadku (b) wystarczy zauwazy¢, ze jesi A € KDD™" to AT €
WDD™", oraz wykorzystaé fakt, ze nieosobliwo$¢ A jest rownowazna nieoso-
bliwosci AT,

W przypadku (c) (i zupelie podobnie w (d)) zauwazamy, ze kazda ma-
cierz A € HPD™" jest nieosobliwa. Jesli bowiem # # 01 A% & = 0 to

#" « A % ¥ = 0. Ponadto, wszystkie macierze katowe A, € HPD** bo dla
dowolnego niezerowego ¢ € K* mamy

1 H N
gH*Ak*gj:[%] *A*{%] > 0.



