
Rozdzia l 7

Uk lady równań liniowych

W tym rozdziale zajmiemy sie֒ rozwia֒zywaniem uk ladów równań liniowych
(2.2). Stosuja֒c zapis macierzowy zadanie formu lujemy naste֒puja֒co. Dla
danej macierzy (wspó lczynników) A ∈ Km,n oraz wektora (wyrazów wol-

nych) ~b ∈ Km należy znaleźć wszystkie wektory (niewiadome) ~x spe lniaja֒ce
równość

A ∗ ~x = ~b. (7.1)

7.1 Zbiór rozwia֒zań

7.1.1 Twierdzenie Kroneckera-Capelliego

Mamy trzy możliwości:

(i) ∀~x ∈ Kn A ∗ ~x 6= ~b =⇒ uk lad jest sprzeczny

(ii) ∃~x ∈ Kn A ∗ ~x = ~b =⇒ uk lad jest niesprzeczny

(iii) !∃~x ∈ Kn A ∗ ~x = ~b =⇒ uk lad jest oznaczony 1

Twierdzenie 7.1 (Kroneckera-Capelliego)

Uk lad A ∗ ~x = ~b jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy gdy

rz(A) = rz([A,~b]),

tzn. rza֒d macierzy A jest równy rze֒dowi A rozszerzonej o wektor ~b.

1Symbol “!∃” czytamy jako “istnieje dok ladnie jeden”.
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Dowód. Jeśli rz([A,~b]) = rz(A) to wektor ~b należy do przestrzeni rozpie֒tej

przez wektory-kolumny macierzy A. To zaś oznacza, że ~b jest liniowa֒ kom-
binacja֒ tych wektorów. Wspó lczynniki tej kombinacji tworza֒ rozwia֒zanie ~x
uk ladu.

Z drugiej strony, jeśli istnieje ~x ∈ Kn taki, że A∗~x = ~b to~b jest kombinacja֒
liniowa֒ wektorów-kolumn macierzy A, czyli ~b należy do przestrzeni rozpie֒tej
na tych wektorach. To zaś implikuje że rz([A,~b]) = rz(A) i kończy dowód.

Możemy równoważnie stwierdzić, że uk lad A ∗ ~x = ~b jest niesprzeczny
wtedy i tylko wtedy gdy ~b ∈ R(A), czyli wektor wyrazów wolnych leży w
obrazie macierzy wspó lczynników.

7.1.2 Zbiór rozwia֒zań jako warstwa

Niech
L(A,~b) = { ~x ∈ Kn : A ∗ ~x = ~b }

be֒dzie zbiorem wszystkich rozwia֒zań uk ladu A ∗ ~x = ~b.

Definicja 7.1 Powiemy, że dwa uk lady, A1 ∗ ~x = ~b1 oraz A2 ∗ ~x = ~b2, sa֒
równoważne gdy maja֒ ten sam zbiór rozwia֒zań, tzn. gdy

L(A1,~b1) = L(A2,~b2).

Twierdzenie 7.2 Jeśli uk lad A ∗ ~x = ~b jest niesprzeczny to zbiór rozwia֒zań

L(A,~b) = { ~x0 + ~y : ~y ∈ N (A) } = W (~x0,N (A)) ,

gdzie ~x0 jest dowolnym rozwia֒zaniem szczególnym uk ladu.

Dowód. Jeśli ~x0 jest rozwia֒zaniem szczególnym i ~y ∈ N (A) to

A ∗ (~x0 + ~y) = A ∗ ~x0 + A ∗ ~y = ~b +~0 = ~b,

czyli ~x0 + ~y jest też rozwia֒zaniem. To zaś implikuje że W (~x0,N (A)) ⊆

L(A,~b).

Z drugiej strony, jeśli A∗~x = ~b to A∗(~x−~x0) = ~b−~b = ~0, czyli (~x−~x0) ∈
N (A). A wie֒c ~x = ~x0 + (~x− ~x0) jest z jednej strony rozwia֒zaniem uk ladu, a

z drugiej elementem warstwy W (~x0,N (A)). Sta֒d L(A,~b) ⊆ W (~x0,N (A)).
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7.1.3 Uk lady nieosobliwe

Rozpatrzmy przez chwile֒ uk lady z macierzami kwadratowymi.

Twierdzenie 7.3 Macierz kwadratowa A ∈ Kn,n jest nieosobliwa wtedy i
tylko wtedy gdy rz(A) = n.

Dowód. Wobec nierówności

n = rz(In) = rz(A ∗ A−1) ≤ min
(

rz(A), rz(A−1)
)

mamy, że jeśli A jest nieosobliwa to rz(A) = n = rz(A−1). Z drugiej strony,
jeśli rz(A) = n to kolumny A sa֒ wektorami liniowo niezależnymi. Sta֒d
istnieje macierz X ∈ Kn,n taka, że A ∗ X = In. Podobnie, istnieje Y ∈ Kn,n

taka, że AT ∗ Y = In, czyli Y T ∗ A = In. Ponadto

Y T = Y T ∗ In = (Y T ∗ A) ∗ X = In ∗ X = X,

tzn. odwrotności lewostronna i prawostronna istnieja֒ i sa֒ sobie równe, A−1 =
X = Y T . To kończy dowód.

Wiemy, że jeśli macierz kwadratowa A jest nieosobliwa to rozwia֒zaniem
uk ladu A∗~x = ~b jest ~x∗ := A−1∗~b i jest to jedyne rozwia֒zanie, tzn. uk lad jest
oznaczony. Ale też odwrotnie, jeśli uk lad A ∗ ~x = ~b z macierza֒ kwadratowa֒
A jest oznaczony dla pewnego ~b to macierz A jest nieosobliwa. Rzeczywíscie,
wtedy ja֒dro N (A) = {~0}. To znaczy, że wektory-kolumny macierzy tworza֒
uk lad liniowo niezależny i rz(A) = n. Na podstawie twierdzenia 2.1 wnio-
skujemy że A jest nieosobliwa.

Wniosek 7.1 Niech A be֒dzie macierza֒ kwadratowa֒. Uk lad A ∗ ~x = ~b jest
oznaczony wtedy i tylko wtedy gdy A jest nieosobliwa.

7.2 Efektywna metoda rozwia֒zania

Dla danej macierzy A ∈ Km,n i wektora ~b ∈ Km chcemy zbadać, czy uk lad
(7.1) jest niesprzeczny, a jeśli tak to znaleźć zbiór jego rozwia֒zań (warstwe֒)

L(A,~b) = ~x0 + N (A),

gdzie N (A) = span(~zs+1, ~zs+2, . . . , ~zn) i s = rz(A).
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7.2.1 Ogólny schemat

Najpierw wyznaczymy s = rz(A) i t = rz([A,~b]), a naste֒pnie w przypadku
s = t skonstruujemy rozwia֒zanie szczególne ~x0 oraz baze֒ ~zs+1, . . . , ~zn ja֒dra
N (A).

Ogólny schemat poste֒powania prowadza֒cy do postaci równania, z którego
można już stosunkowo  latwo odczytać rozwia֒zanie jest naste֒puja֒cy. Star-
tuja֒c z uk ladu wyj́sciowego (7.1), który oznaczymy przez (U0), kolejno dla
k = 1, 2, . . . , s konstruujemy “prostsze” i (prawie) równoważne (U0) uk lady
(Uk) z macierzami A(k) tego samego formatu co A. Macierz A(s) uk ladu
docelowego (Us) okaże sie֒ trójka֒tna֒ górna֒.

Dopuszczamy przy tym naste֒puja֒ce operacje na uk ladnie równań:

(i) zamiana kolejności równań (wierszy macierzy),

(ii) zamiana kolejności niewiadomych (kolumn macierzy),

(iii) dodanie do jednego z równań innego równania pomnożonego przez ska-
lar.

Zauważmy, że operacje (i) oraz (iii) prowadza֒ do uk ladów równoważnych,
zaś (ii) powoduje jedynie zmiane֒ kolejności niewiadomych. W szczególności,
rza֒d macierzy uk ladu nie ulega zmianie.

Schemat sprowadzania uk ladu wyj́sciowego do postaci z macierza֒ trój-
ka֒tna֒ górna֒ przy pomocy zdefiniowanych operacji, który teraz dok ladniej
opiszemy, nazywamy Eliminacja֒ Gaussa.

7.2.2 Eliminacja Gaussa

Za lóżmy, że wykonalísmy już k przekszta lceń uk ladu wyj́sciowego,

(U0) → (U1) → . . . → (Uk),

gdzie 0 ≤ k ≤ s − 1, otrzymuja֒c uk lad

A(k) ∗ ~x(k) = ~b(k)

z macierza֒

A(k) =

[

Rk Tk

0 Vk

]

,
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gdzie Rk ∈ TRIUk,k jest kwadratowa֒ i nieosobliwa֒ macierza֒ trójka֒tna֒ górna֒.
Oczywíscie, za lożenie to jest spe lnione dla k = 0, czyli dla uk ladu wyj́scio-
wego, bowiem wtedy A(0) = V0 = A.

Krok (k + 1)-szy eliminacji

1. Wybieramy w Vk element różny od zera, powiedzmy vp,q 6= 0, k + 1 ≤
p ≤ m, k + 1 ≤ q ≤ n. (Taki element istnieje, bo inaczej mielibyśmy
rz(A) = rz(A(k)) = k < s = rz(A).)

2. Przestawiamy wiersze (k + 1)-szy z p-tym oraz kolumny (niewiadome)
(k + 1)-sza֒ z q-ta֒.

3. Dokonujemy eliminacji (k + 1)-szej niewiadomej z równań od (k + 1)-
szego do m-tego odejmuja֒c od równania i-tego równanie (k + 1)-sze
pomnożone przez

li,k+1 := a
(k)
i,k+1/a

(k)
k+1,k+1, dla i = k + 1, k + 2, . . . , m.

(Tutaj a
(k)
i,j oznacza element aktualnie stoja֒cy na przecie֒ciu i-tego wier-

sza i j-tej kolumny macierzy uk ladu).

Po wykonaniu (k + 1)-szego kroku metody dostajemy uk lad z macierza֒
A(k+1), która ma wyzerowane wspó lczynniki o indeksach (i, j) dla 1 ≤ j ≤
k + 1, j < i ≤ m.

Po wykonaniu s = rz(A) kroków dostajemy uk lad (Us) postaci

A(s) ∗ ~x(s) = ~b(s),

przy czym

A(s) =

[

Rs Ts

0 0

]

,

a wektor ~x(s) różni sie֒ od ~x(0) jedynie przestawieniem (permutacja֒) wspó l-
rze֒dnych. Rzeczywíscie, gdyby odpowiednia podmacierz Vs macierzy A(s)

by la niezerowa to mielibyśmy rz(A) = rz(A(s)) > s.

Dodajmy jeszcze, że w przypadkach s = 0 i s = min(m, n) niektóre bloki
macierzy A(s) sa֒ puste.
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7.2.3 Konstrukcja rozwia֒zania ogólnego

Przyjmuja֒c

~x(s) =

[

~x
(s)
I

~x
(s)
II

]

, ~b(s) =

[

~b
(s)
I

~b
(s)
II

]

,

gdzie ~x
(s)
I ,~b

(s)
I ∈ Ks, ~x

(s)
II ∈ Kn−s, ~b

(s)
II ∈ Km−s, uk lad (Us) możemy zapisać

jako
{

Rs ∗ ~x
(s)
I + Ts ∗ ~x

(s)
II = ~b

(s)
I

~0 = ~b
(s)
II

.

Jeśli teraz ~b
(s)
II 6= ~0 to uk lad jest sprzeczny i nie ma rozwia֒zań. Jeśli zaś

~b
(s)
II = ~0 to uk lad (Us) redukuje sie֒ do

Rs ∗ ~x
(s)
I + Ts ∗ ~x

(s)
II = ~b

(s)
I .

Przyjmuja֒c ~x
(s)
II = ~0 otrzymujemy rozwia֒zanie szczególne

~x
(s)
0 =

[

~u0

~0

]

,

gdzie ~u0 ∈ Ks jest rozwia֒zaniem nieosobliwego uk ladu

Rs ∗ ~u0 = ~b
(s)
I

z macierza֒ trójka֒tna֒ dolna֒ Rs.
Baze֒ ja֒dra macierzy A(s),

N (A(s)) = N ([Rs, Ts]),

znajdujemy rozwia֒zuja֒c (n−s) liniowo niezależnych rozwia֒zań uk ladów jed-
norodnych

Rs ∗ ~x
(s)
I + Ts ∗ ~x

(s)
II = ~0

k lada֒c kolejno za ~x
(s)
II wersory ~e1, ~e2, . . . , ~en−s ∈ Kn−s. Oznaczaja֒c

Ts = [~ts+1,~ts+2, . . . ,~tn]

otrzymujemy

~z
(s)
j =

[

~uj

~ej−s

]

, gdzie Rs ∗ ~u
(s)
j = −~tj ,
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s + 1 ≤ j ≤ n. Ostatecznie dostajemy

L(A(s),~b(s)) = ~x0 + span(~z
(s)
s+1, . . . , ~z

(s)
n ).

Sa֒ to również wszystkie rozwia֒zania uk ladu wyj́sciowego, z dok ladnościa֒ do
odpowiedniej permutacji wspó lrze֒dnych.

7.3 Interpretacja macierzowa eliminacji

Zobaczymy teraz jak proces eliminacji Gaussa wygla֒da z punktu widzenia
rachunku macierzy.

7.3.1 Analiza operacji elementarnych

Za lóżmy najpierw, dla uproszczenia, że nie musimy wykonywać przestawień
ani wierszy ani kolumn uk ladu (tzn. w każdym kroku element k-ty na g lównej
przeka֒tnej jest niezerowy). Wtedy eliminacja w k-tym kroku odpowiada
mnożeniu macierzy A(k−1) z lewej strony przez macierz kwadratowa֒

Lk := Im −~lk ∗ ~eT
k =

























1
1

. . .

1

−lk+1,k
. . .

...
. . .

−lm,k 1

























∈ Km,m,

gdzie ~lk := [0, . . . , 0, lk+1,k, . . . , lm,k]T oraz

li,k :=
a

(k−1)
i,k

a
(k−1)
k,k

, k + 1 ≤ i ≤ m. (7.2)

Dlatego

A(1) = L1 ∗ A,

A(2) = L2 ∗ A(1) = L2 ∗ L1 ∗ A,

· · ·

A(s) = Ls ∗ A(s−1) = · · · = Ls ∗ Ls−1 ∗ · · · ∗ L1 ∗ A,



70 ROZDZIA L 7. UK LADY RÓWNAŃ LINIOWYCH

a sta֒d A = (L−1
1 ∗ · · · ∗ L−1

s ) ∗ A(s).
Zauważmy teraz, że

L−1
i = (Im −~li ∗ ~eT

i )−1 = (Im +~li ∗ ~eT
i ).

Rzeczywíscie, wobec tego, że ~eT
i ∗~li = 0 mamy bowiem

(Im −~li ∗ ~eT
i ) ∗ (Im +~li ∗ ~eT

i ) = Im −~li ∗ (~eT
i ∗~li) ∗ ~eT

i = Im.

Sta֒d

L−1
1 ∗ · · · ∗ L−1

s = (Im +~l1 ∗ ~eT
1 ) ∗ · · · ∗ (Im +~ls ∗ ~eT

s )

= Im +~l1 ∗ ~eT
1 + · · · +~ls ∗ ~eT

s .

Oznaczaja֒c L̂ := L−1
1 ∗ · · · ∗ L−1

s oraz R̂ := A(s) otrzymujemy ostatecznie
rozk lad (faktoryzacje֒) macierzy,

A = L̂ ∗ R̂,

gdzie

L̂ =

[

L 0
H I

]

∈ Km,m, R̂ =

[

R T
0 0

]

∈ Km,n,

L ∈ TRILs,s jest kwadratowa֒ macierza֒ trójka֒tna֒ dolna֒ z jedynkami na
g lównej przeka֒tnej oraz R ∈ TRIUs,s jest macierza֒ trójka֒tna֒ górna֒.

Dodajmy jeszcze, że wspó lczynniki li,k macierzy L̂ sa֒ dla 1 ≤ k ≤ s,
k < i ≤ m, zdefiniowane przez (7.2).

Rozpatrzmy teraz ogólny przypadek, gdy dokonujemy przestawień wier-
szy i/lub kolumn macierzy. Przypomnijmy, że przestawienie wierszy i-tego z
j-tym jest równoważne pomnożeniu macierzy przez elementarna֒ macierz per-
mutacji (transpozycje֒) Ti,j, natomiast pomnożenie macierzy z prawej strony
przez Ti,j jest równoważne przestawieniu kolumny i-tej z j-ta֒. Dlatego w
obecności przestawień dostajemy

A(1) = L1 ∗ T1,p1
∗ A ∗ T1,q1

,

A(2) = L2 ∗ T2,p2
∗ A(1) ∗ T2,q2

= L2 ∗ T2,p2
∗ L1 ∗ T1,p1

∗ A ∗ T1,q1
∗ T2,q2

· · ·

A(s) = Ls ∗ Ts,ps
∗ · · · ∗ T2,p2

∗ L1 ∗ T1,p1
∗ A ∗ T1,q1

∗ T2,q2
∗ · · · ∗ Ts,qs

,

przy czym zawsze i ≤ pi, j ≤ qj , 1 ≤ i, j ≤ s.
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Zauważmy, że

T2,p2
∗ L1 ∗ T1,p1

= (T2,p2
∗ L1 ∗ T2,p2

) ∗ T2,p2
∗ T1,p1

.

Dalej

T2,p2
∗ L1 ∗ T2,p2

= T2,p2
∗ (Im −~l1 ∗ ~eT

1 ) ∗ T2,p2

= Im − (T2,p2
∗~l1) ∗ (~eT

1 ∗ T2,p2
)

= Im −~l′1 ∗ ~eT
1

=: L
(1)
1 ,

gdzie L
(1)
1 różni sie֒ od L1 jedynie przestawieniem wyrazów 2-go i p2-go w

pierwszej kolumnie. Uogólniaja֒c to rozumowanie dostajemy

Ls ∗ Ts,ps
∗ · · · ∗ T2,p2

∗ L1 ∗ T1,p1

= Ls ∗ Ts,ps
∗ · · · ∗ L2 ∗ L

(1)
1 ∗ T2,p2

∗ T1,p1

= Ls ∗ Ts,ps
∗ · · · ∗ (T3,p3

∗ L2 ∗ T3,p3
) ∗ (T3,p3

∗ L
(1)
1 ∗ T3,p3

)

∗T3,p3
∗ T2,p2

∗ T1,p1

= Ls ∗ Ts,ps
∗ · · · ∗ L3 ∗ L

(2)
2 ∗ L

(2)
1 ∗ T3,p3

∗ T2,p2
∗ T1,p1

· · ·

= (L(s−1)
s ∗ L

(s−1)
s−1 ∗ · · · ∗ L

(s−1)
3 ∗ L

(s−1)
2 ∗ L

(s−1)
1 ) ∗ (Ts,ps

∗ · · · ∗ T1,p1
).

Definiuja֒c macierze permutacji

Q−1 = QT := T1,q1
∗ · · · ∗ Ts,qs

, P := Ts,ps
∗ · · · ∗ T1,p1

,

otrzymujemy ostatecznie

A(s) = L(s−1)
s ∗ · · · ∗ L

(s−1)
1 ∗ P ∗ A ∗ QT = R̂,

czyli poża֒dany rozk lad
P ∗ A ∗ QT = L̂ ∗ R̂,

L̂ = (L
(s−1)
1 )−1 ∗ · · · ∗ (L

(s−1)
s )−1, R̂ = A(s).

7.3.2 Rozk lad trójka֒tno-trójka֒tny macierzy

Wynikiem naszej analizy jest naste֒puja֒ce twierdzenie.
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Twierdzenie 7.4 (o rozk ladzie trójka֒tno-trójka֒tnym macierzy)
Dla dowolnej macierzy A ∈ Km,n rze֒du s istnieja֒ (na ogó l niejednoznaczne)
macierze permutacji P ∈ Km,m i Q ∈ Kn,n takie, że macierz Â = P ∗A ∗QT

ma jednoznaczny rozk lad trójka֒tno-trójka֒tny

Â = L̂ ∗ R̂,

gdzie L̂ ∈ Km,m, R̂ ∈ Km,n, l̂i,i = 1 ∀i,

L̂ =

[

L 0
H I

]

, R̂ =

[

R T
0 0

]

,

L ∈ TRILs,s, R ∈ TRIUs,s.

Dowód. Istnienie rozk ladu udowodnilísmy przez konstrukcje֒ macierzy L̂ i
R̂ (za pomoca֒ eliminacji Gaussa). Aby pokazać jednoznaczność, przedsta-
wimy Â w postaci blokowej,

Â =

[

A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

]

, A1,1 ∈ Ks,s.

Wtedy dla danego rozk ladu Â = L̂ ∗ R̂ mamy

A1,1 = L ∗ R, A1,2 = L ∗ T, A2,1 = H ∗ R, A2,2 = H ∗ T.

Gdyby istnia l inny rozk lad z macierzami L i R to mielibyśmy L ∗R = L ∗R,
czyli

L−1 ∗ L = R ∗ R
−1

.

Po lewej stronie ostatniej równości mamy macierz trójka֒tna֒ dolna֒ z jedyn-
kami na przeka֒tnej, a z prawej trójka֒tna֒ górna֒. To wymusza L−1 ∗ L =

Is = R ∗ R
−1

, czyli L = L i R = R. Jednoznaczność pozosta lych bloków w
rozk ladzie wynika z równości T = L−1 ∗ A1,2 i H = A2,1 ∗ R−1.

7.4 Eliminacja bez przestawień

Podamy teraz warunek konieczny i dostateczny na to, aby istnia l rozk lad
trójka֒tno-trójka֒tny oryginalnej macierzy A, a tym samym, aby eliminacja
Gaussa by la wykonalna bez przestawień wierszy i/lub kolumn.
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Twierdzenie 7.5 Aby macierz A = (ai,j) ∈ Km,n rze֒du s mia la rozk lad
trójka֒tno-trójka֒tny bez przestawień wierszy i/lub kolumn potrzeba i wystar-
cza, że wszystkie macierze ka֒towe Ak = (ai,j)

k
i,j=1 ∈ Kk,k dla k = 1, 2, . . . , s

sa֒ nieosobliwe.

Dowód. Jeśli macierz ma rozk lad A = L̂∗R̂ to Ak = L̂k∗R̂k jest nieosobliwa
dla 1 ≤ k ≤ s. Dowód w druga֒ strone֒ podamy przez indukcje֒ po s. Dla
s = 1 twierdzenie jest oczywiste, bo wtedy a1,1 6= 0 i eliminacja pierwszej
kolumny jest wykonalna. Za lóżmy, że twierdzenie jest prawdziwe dla s − 1.
Oznaczaja֒c

As =

[

As−1 ~a
~cT as,s

]

,

mamy z za lożenia indukcyjnego, że istnieje rozk lad As−1 = L(s−1) ∗R(s−1) dla
pewnych nieosobliwych macierzy

L(s−1) ∈ TRILs−1,s−1 oraz R(s−1) ∈ TRIUs−1,s−1.

Oznaczaja֒c

L(s) =

[

L(s−1) ~0
~gT 1

]

, R(s) =

[

R(s−1) ~b
~0T rs,s

]

,

i rozwia֒zuja֒c równanie A(s) = L(s) ∗ R(s) otrzymujemy

~a = L(s−1) ∗~b,

~cT = ~gT ∗ R(s−1) (albo (R(s−1))T ∗ ~g = ~c),

as,s = ~gT ∗~b + rs,s,

ska֒d kolejno wyliczamy ~b, ~g i rs,s. Rozk lad trójka֒tno-trójka֒tny macierzy
ka֒towej A(s) w oczywisty sposób implikuje już rozk lad ca lej macierzy A.

Na koniec podamy ważne klasy macierzy, dla których eliminacja Gaussa
jest możliwa bez przestawień wierszy i/lub kolumn. Sa֒ to macierze:

(a) diagonalnie dominuja֒ce wierszami

WDDn,n =
{

A = (ai,j) ∈ Kn,n : |ai,i| >

n
∑

i6=j=1

|ai,j |, 1 ≤ i ≤ n
}

.
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(b) diagonalnie dominuja֒ce kolumnami

KDDn,n = {A ∈ Kn,n : AT ∈ WDDn,n}.

(c) hermitowskie dodatnio określone

HPDn,n = {A ∈ Kn,n : AH = A oraz ∀~x 6= ~0 ~xH ∗ A ∗ ~x > 0}.

(d) hermitowskie ujemnie określone

HNDn,n = {A ∈ Kn,n : (−A) ∈ HPDn,n}.

Aby pokazać, że w tych przypadkach przestawienie wierszy/kulumn nie
jest konieczne, wykażemy, że spe lnione sa֒ za lożenia twierdzenia 7.5.

W przypadku (a) zauważamy, że jeśli A ∈ WDDn,n to A jest nieosobliwa,
N (A) = {~0}. Jeśli bowiem A∗~x = ~0 i ~x 6= ~0 to dla p takiego, że |xp| = ‖~x‖∞
mamy ap,pxp +

∑

j 6=p ap,jxj = 0, a sta֒d

|ap,p| ≤
∑

j 6=p

|ap,j|

∣

∣

∣

∣

xj

xp

∣

∣

∣

∣

≤
∑

j 6=p

|ap,j|,

co przeczy dominacji g lównej diagonali macierzy. Uzasadnienie uzupe lnia
obserwacja, że jeśli A ∈ WDDn,n to również macierze ka֒towe Ak ∈ WDDk,k,
1 ≤ k ≤ n.

Dla przypadku (b) wystarczy zauważyć, że jes li A ∈ KDDn,n to AT ∈
WDDn,n, oraz wykorzystać fakt, że nieosobliwość A jest równoważna nieoso-
bliwości AT .

W przypadku (c) (i zupe lnie podobnie w (d)) zauważamy, że każda ma-
cierz A ∈ HPDn,n jest nieosobliwa. Jeśli bowiem ~x 6= ~0 i A ∗ ~x = ~0 to
~xH ∗ A ∗ ~x = 0. Ponadto, wszystkie macierze ka֒towe Ak ∈ HPDk,k, bo dla
dowolnego niezerowego ~y ∈ Kk mamy

~yH ∗ Ak ∗ ~y =

[

~y
~0

]H

∗ A ∗

[

~y
~0

]

> 0.


