Rozdzial 6

Funkcjonatly liniowe

6.1 Funkcjonaly

6.1.1 Definicja i przyklady

Niech Xk bedzie przestrzenia liniowa, dim(Xk) < oo.

Definicja 6.1 Odwzorowanie
s: X —=K

nazywamy funkcjonaltem (liniowym) na X gdy dla dowolnych a,b € X i
a, e K
s(axa+bx ) =s(a)*a+s(b)*[.

Zbior wszystkich funkcjonatow (liniowych) na Xjx oznaczamy przez X*.

Podamy teraz kilka przyktadéow funkcjonaléw.
W przestrzeni wektoréow KFK funkcjonatami sa przeksztalcenia postaci

s(Z)y=a"x7,  V¥eK",
gdzie a € K" jest ustalonym wektorem. (Tu wyjasnia sie tajemnica nazwania
wezesniej funkcjonalem macierzy jednowierszowej.)

W przestrzeni macierzy K g" funkcjonatami sa np. s1(A) = as3, s2(A4) =

tr(A) := Z;n:“}(m") aj; (jest to slad macierzy), przy czym A = (a;;) € K™".
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26 ROZDZIAL 6. FUNKCJONALY LINIOWE
W przestrzeni wielomianéw Pl funkcjonatami sa np. si(p) = p(2),
s2(p) = 3*p(=1) = T+ p(3),

sa(p) = G| =0 s = [ aan

przy czym p € P".

6.1.2 Przestrzen sprzezona

Na zbiorze X* mozemy w naturalny sposéb zdefiniowaé¢ dodawanie funk-
cjonaléw s, 59 € X*,

(s1+ s2)(a) := s1(a) + s2(a), Va € X,
oraz mnozenie funkcjonatu s € X* przez skalar a € K,
(ax8)(a) == ax*s(a), Va € X.

Twierdzenie 6.1 Zbior X* z powyzej zdefiniowanymi dziataniami dodawa-
nia funkcjonatow i mnozenia przez skalar jest przestrzeniq liniowa nad K.

Dowdd tego twierdzenia polega na bezposrednim sprawdzeniu warunkow
bycia przestrzenia liniowa. Tutaj zauwazymy tylko, ze elementem zerowym
Xﬁ{ jest funkcjonat zerowy, 0*(a) = 0 Va € X, a elementem przeciwnym do
s € X* jest funkcjonal (—s) zdefiniowany jako (—s)(a) = —s(a) Va € X.

Definicja 6.2 Przestrzen X&‘{ nazywamy przestrzenia sprzezona do Xk .
Skoro X;( jest przestrzenia liniowa to mozemy spytac¢ o jej wymiar i baze.
Twierdzenie 6.2 Mamy
dim (X ) = dim (Xx) .

Ponadto, jesli uktad wektorow (ay,as,. .., a,) jest baza Xk to uktad funk-
cjonatow (sy, Sa, ..., Sp) zdefiniowany warunkami

17 j: k’
o(4s) :{ 0. #k

gdzie 1 < 5,k < n, jest bazq Xﬁ(
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Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze sp sa formalnie dobrze zdefiniowanymi
funkcjonatami. Dla dowolnego a = Z?Zl a; * o; € X mamy bowiem

n n
sk(a) = sy (Z aj * a]—) = Zsk(aj) * Q= Q.
j=1 j=1

Stad s, “zwraca” k-ta wspélrzedna rozwiniecia wektora a w bazie wektoréw
(CLl, N ,an).

Pokazemy najpierw liniowa niezaleznos¢ funkcjonalow s, 1 < k <n. W
tym celu zal6zmy, ze liniowa kombinacja s := Y ,_, sp * oy, = 0*. Wtedy, w
szczegdlnosei, dla kazdego j mamy s(a;) = 0, a poniewaz

s(a;) = (Z Sp * ak> (a;) = Zsk(aj) *Qp =

k=1 k=1
to a; = 0.

Pozostaje pokazaé, ze funkcjonaly si, 1 < k < n, rozpinaja X*. Rze-
czywiscie, dla dowolnego s € X* oraz a = Z?Zl a; * a; € X mamy

n

s(a) = s (Z aj * Oéj) = Zs(aj) *

J=1

= Zaj *s5(a) = (Z% *%‘) (a),

gdzie 0; = s(a;). Stad s = ) "_, 0;*s; jest kombinacja liniowa funkcjonatéw
s; 1 w konsekwencji X* = span(sy, ..., sy).

6.2 Refleksywnosé

6.2.1 Roéwnosé X i X
Dla wygody wprowadzimy oznaczenie
s-a = s(a), Vs € X*Va e X.

Zauwazmy, ze zapis s - a mozemy traktowaé jako dzialanie funkcjonatu s
na wektor a, ale tez odwrotnie, jako dzialanie wektora a na funkcjonal s.
Poniewaz dodatkowo dla dowolnych s1,s5 € X* i ay, @y € K mamy

(o % 81+ ag*83)-a=aq*(s1-a)+ ag*(s9-a),
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mozemy traktowa¢ wektor a jako funkcjonal na Xy, tzn. a € X := (X"
Mamy wiec X C X**, a poniewaz na podstawie twierdzenia 6.2

dim () = dim () = dim (45)
to
X =X
Ostatnia wlasnoéé nazywa sie refleksywnosciq. !
Dodajmy, ze jesli (sq,...,s,) jest baza X* sprzezona do bazy (aq,...,a,)
to tez odwrotnie, (ai,...,a,) jest baza X** = X sprzezona do (s1,...,Sy,).

Wynika to bezposrednio z faktu, ze s; - ay wynosi 1 dla j = k oraz zero dla

jF# k.

6.2.2 Przyklady

Podamy teraz przykiady baz i baz sprzezonych.
Niech Xk = Kﬁ{ Baza sprzezona do bazy (€, ..., €,) przestrzeni wek-
toréw Ky jest (el,...,el). Stad w szczegdlnodci wynika ze

(") = ()"

W ogélnym przypadku, baza sprzezona do dowolnej bazy (di,...,d,) jest
(af,...,al), gdzie wektory a; sa tak dobrane, ze transpozycja macierzy
A= [a1,...,a,) jest lewa odwrotnoscia macierzy A := [di,...,d,|, tzn.
AT % A = 1,. (Macierz A istnieje, bo istnieje baza sprzezona.)

Niech Xjg = P&{. Wtedy baze sprzezona do bazy potegowej wielomianow
(1,¢,¢2,...,t""1) tworza funkcjonaly (si,...,s,) zdefiniowane jako

1L d'pp _p*Y(0)
|

w0 = G g ey~ oy PEP

Jesli zas sg(p) = p(te), 1 < k < n, gdzie t; < ty < --- < t, sa ustalo-

nymi punktami, to baze sprzezona do bazy funkcjonatéw (si,...,s,) tworza
wielomiany Lagrange’a (i, ..., 1,) zdefiniowane jako
U —
L = 1] —— (6.1)
L1
J#Fi=1

1Pokazali$my, ze przestrzenie skoriczenie wymiarowe sa refleksywne. Warto dodaé, ze
wlasnosé ta w ogdlnosci nie zachodzi dla przestrzeni nieskonczenie wymiarowych.
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Rzeczywiscie, tatwo sprawdzic, ze

sty =t ={ 5 1%

6.3 Rozszerzenie rachunku macierzy

6.3.1 Macierze wektorow i funkcjonaléw

W tym miejscu rozszerzymy nieco formalizm rachunku macierzy na macierze
nieliczbowe, ktorych elementami sa wektory, a nawet funkcjonaly. Pomoze
nam to uprosci¢ pewne rachunki na macierzach.

Niech Xk bedzie przestrzenia liniowa i a; € X, 1 < 7 < k. Wtedy
mozemy formalnie zdefiniowa¢ macierz jednowierszowa wektoréw

A=lay,... a5 € XY

aq
Dla & = : € K* definiujemy w naturalny sposéb mnozenie

Qg

k
Axa:= E a; * aj,
Jj=1

bedace skrétowym zapisem kombinacji liniowej wektoréow a;.
Podobnie, majac dane s; € X*, 1 < j <[, mozemy zdefiniowa¢ macierz
jednokolumnowa funkcjonaléw

Dla x € X definiujemy w naturalny sposoéb mnozenie

S1°X
S-x:= : e Kh

ST
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Co wiecej, iloczyn S - A mozemy réwniez w naturalny sposéb zdefiniowaé
jako macierz

S A= (Si : CL]') S Kl’k.

Rzeczywiscie, tak wlasnie mnozymy macierz jednowierszowa przez macierz
jednokolumnowa w przypadku macierzy liczbowych. Ponadto, dla dowolnego
@ € K* spelnona jest réwnosé

S-(Axd)=(S-A)xa.

Idac dalej mozemy zapytac, czy ma sens mnozenie A przez S. W przy-
padku macierzy liczbowych, mnozenie wektora-wiersza przez wektor-kolumne
jest mozliwe tylko wtedy gdy wektory te maja tyle samo wspdéhrzednych. Tak
jest tez teraz. Dokladniej jesli k = [ to

k
AxS = E aj; * s
=1

i interpretujemy ten zapis jako przeksztalcenie X w X zdefiniowane wzorem

(A xS)(x) ::A*(S-x):Zaj*sj~x.

J=1

W szczegdlnosci, a-s dlaa € X'is € X* jest przeksztalceniem “zwracajacym”
wektor a pomnozony przez wartosé funkcjonatu s.

6.3.2 Postaé¢ macierzowa izomorfizmow

Zalézmy teraz, ze dim ()C]K) = n oraz (ai,...,a,) jest baza X. Niech
A = lay,...,a,] € XY Jasne jest, ze wtedy odwzorowanie f : K® — X
zdefiniowane wzorem

f(@) :=Axd,  VdeKm

jest izomorfizmem K" w X. Ponadto, izomorfizm odwrotny f~!: X — K"
dany jest wzorem

fz)=S"x, Vr e X,
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S1
gdzie S = : e (X*)™" oraz (s1,...,5,) jest baza sprzezona do bazy
Sn

(CLl, . ,an).
Sprawdzamy, ze w tym przypadku

S-A= (Si . aj):‘szl = In
jest identycznoscia w K", oraz ze dla dowolnego r = Axad z ad € K"
(AxS)(x) = (A*xS)(Axa@) =A% (S-A)xad=Axd=rz,

czyli A xS jest identycznoscia w X.
Mozemy wiec uznaé, ze S jest odwrotnoscia A, jak rowniez, ze A jest
odwrotnoscia S, tj.
S=A"1! oraz A=S""
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