Rozdzial 5

Obraz, rzad i jadro macierzy

5.1 Obraz i rzad macierzy

5.1.1 Rzad kolumnowy i rzad wierszowy

Niech A € K™" bedzie dana w postaci blokowej,
A=d,dy,...,4,), a;€eK™ 1<j<n.
Obraz macierzy A definiujemy jako
R(A) == {AxZ: ¥ € K"} = span(dy,ds...,d,) C K™
Dalej, rzad kolumnowy macierzy A definiujemy jako
1z (A) = dim (R(A)).
Oczywiscie, 0 < rz;(A) < min(m,n). Przedstawiajac z kolei A jako wektory-

wiersze (funkcjonaly),
T

ay
A=1 |,
Gy,
definiujemy rzad wierszowy macierzy A jako
1z,(A) = dim (R(A")) = dim (span(a, as, ..., an))
Podobnie jak dla rzedu kolumnowego, 0 < rz,,(A) < min(m,n).
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5.1.2 Rzad macierzy

Mamy nastepujace wazne twierdzenie.
Twierdzenie 5.1 Dia dowolnej macierzy A € K'"™"
171 (A) = 1z, (A).
Dowdéd. Oznaczmy
k =1z (A) oraz w = 1z,(A).

Zauwazmy najpierw, ze permutacja kolumn macierzy nie zmienia ani jej
rzedu kolumnowego (bo to tylko zmiana kolejnosci wektoréw) ani jej rzedu
wierszowego (bo to tylko przenumerowanie wspéhrzednych, identyczne dla
kazdego z wektor6w). Podobnie rzedéw nie zmienia permutacja wierszy.

Dokonajmy wiec, dla uproszczenia, takiej permutacji kolumn, a potem
wierszy, aby otrzymana macierz A byta postaci

A=[4r Ap],
gdzie A e Km,k’ A € Km,n—k’ I'Zk(A[) = k, oraz

A
AI:|:A;:|7

przy czym A; € Kbk Ay € K™ Wik ) 1= 12, (A;) = 124, (A;). Oczywidcie
W1 S w,

bo wiersze A; sa “obcietymi” wierszami A.

Poniewaz wektory-wiersze macierzy A, sa liniowo zalezne od wektoréw-
wierszy macierzy A; to istnieje macierz B € K¥'™ %1 taka, ze AT = AT x
B (gdzie kolejne kolumny B sa wspolczynnikami odpowiednich kombinacji
liniowych), czyli A; = BT * A;. Dla dowolnego ¥ € K*¥ mamy wiec

S Al*f o Al*f
Apd = [Ag*f] a {BT*Al*f}'

Stad, A; * & = 0 wtedy i tylko wtedy gdy A; * @ = 0, a poniewaz kolumny
macierzy Aj sa liniowo niezalezne, oznacza to takze liniowa niezaleznos$é¢ ko-
lumn macierzy A;. A jesli tak to ich liczba k nie moze przekroczy¢ wi, czyli
wymiaru przestrzeni do ktorej naleza.
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Otrzymalismy wiec, ze
rz(A) = rzk(fl) =k<w <w= rzw(/l) = 17, (A).

Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla macierzy AT otrzymujemy
17,,(A) < 1z71(A), a stad ostatecznie 1z, (A) = rz(A), co nalezalo pokazaé.
Na podstawie twierdzenia 5.1 poprawna jest nastepujaca definicja rzedu

macierzy.

Definicja 5.1 Rzedem macierzy A nazywamy liczbe

17(A) := 174 (A) = 12 (A).

5.2 Przestrzen zerowa (jadro) macierzy

Dla A € K™" zbiér

nazywamy jadrem macierzy A.
Niech k = rz(A). Zalézmy, ze kolumny macierzy A zostaly tak przesta-
wione, ze otrzymana macierz A ma postaé

A:[AI AII];

gdzie A; € K™ Ay € K™% oraz 12(A;) = 12(A) (= rz(A)). Jedli
tak to kolumny macierzy Aj sa liniowo zalezne od kolumn macierzy A;.
W konsekwencji Ay = A; * B dla pewnej B € K% Zalézmy teraz, ze
i e N(A). Przedstawiajac @ w postaci

. Ty
Tr = R ,
X

0 = A7 = [ A AH}{Z} = Ap* T+ Ay + Iy

T € Kk, T € Kn—k:) mamy

= A[*f[—i-AI*B*fH = A[*(f[+B*f]]).
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Ostatnie wyrazenie jest liniowa kombinacja kolumn macierzy A;, a poniewaz
kolumny te sa liniowo niezalezne to kombinacja ta daje wektor zerowy tylko
wtedy gdy 7 + Bx Ty =0, czyli 1 = —B * Ty. Stad

N(A) = { |: _B_,*fH:| © Tn EKn_k}

T
= { |:[_B :| *f[[ . f[]GKn_k}.
n—k
Przedstawiajac B kolumnowo, B = [51, e ,I;n,k], otrzymujemy ostatecznie
v == (] 2]) el ]2 ])
Iy €l En—k

gdzie jak zwykle €; € K"™* jest j-tym wersorem. Poniewaz €i,...,&, 1 sa
liniowo niezalezne to liniowo niezalezne sa tez wektory w powyzszym “span”.

~

Stad dim(N(A)) = n — k = n — rz(A). Wobec réwnosci dim(N(A4)) =
dim(N(A)) (bo permutacja kolumn skutkuje jedynie przestawieniem wspét-
rzednych w jadrze) dostajemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 5.1 Dla dowolnej macierzy A € K™

dim(N(A4)) + dim(R(A)) = n.

5.3 Rozklad wzgledem obrazu i jadra

Zatrzymajmy sie na chwile na przypadku gdy K C C. Poniewaz wtedy

n n
E aj*xj = aj*xj

j=1 j=1

(gdzie sprzezenie wektora oznacza sprzezenie “po wspélrzednych”) to wektory
(di,...,d,) oraz (di,...,d,) sa jednoczesnie albo liniowo niezalezne, albo

liniowo zalezne. Stad rz(A) = rz(A) (gdzie znéw sprzezenie macierzy oznacza
sprzezenie “po wspohrzednych”). W konsekwencji,

T

12(A") = 12(A") = rz(AT) = 1z(A).
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Latwo mozna tez wywnioskowaé¢ inna wlasnos$¢; mianowicie, jesli
A=BxC,
Ac K™ BecKmk Cec Kk to
rz(A) < min(rz(B),1z(C)).

Rzeczywiscie, réwnosé¢ A = BxC' oznacza, ze kolumny macierzy A sa liniowa
kombinacja kolumn macierzy B, a stad R(A) C R(B) i w konsekwencji
rz(A) < 1z(B). Biorac z kolei transpozycje mamy AT = CT % BT i to samo
rozumowanie daje R(AT) C R(CT) oraz

17(A) = rz2(AT) < 12(CT) = 12(C).
Na koniec jeszcze jedno istotne twierdzenie.
Twierdzenie 5.2 Niech K C C i A € K™". Wtedy

K™ = R(A) @ N (A"
K' = R(AT) o N(A).

Dowdd. Wystarczy pokazaé pierwsza z tych réwnosci. W tym celu naj-
pierw uzasadnimy, ze suma jest suma prosta. Rzeczywiscie, jesli ¥ € R(A) N
N(A®) to AT % ij = 0 oraz istnieje & € K" taki, ze A ¥ = 3. Stad

1713 = 5"+ 5 = (A= 8)" g = 77 (A" x ) = 0,

czyli § = 0 i suma podprzestrzeni jest prosta.
Pozostaje pokazac¢, ze wymiar sumy prostej wynosi m. Korzystajac z
wniosku 5.1 mamy bowiem

dim (R(A) ® N(AT)) = dim (R(A)) + dim (N (AT))
= dim (R(A)) + [m — dim (R(AH))]
= dim (R(A)) + [m — dim (R(A))]

= m.



