Rozdziat 4

Przestrzenie liniowe

4.1 Przestrzenie i podprzestrzenie

4.1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Niech X z dzialaniem dodawania ‘+’ bedzie grupa przemienng (abelowa).
Oznaczmy przez 0 element neutralny tej grupy, a przez (—a) element prze-
ciwny do a € X. Zalézmy ponadto, ze w X zdefiniowane jest dzialanie
“«’ mnozenia przez skalary, czyli elementy pewnego ciala K, ktore spehia
nastepujace warunki: !

(i) Vae X VaeK axa=axack

(il) Vae X 1xa=a (gdzie 1 jest jedynka w K)

(iii) Ya,be X Vo, €K
(a+p)xa=ax*xa+Fx*a
ax(a+b)=a*xat+axb
(axf)*xa=ax(Bx*a).

Definicja 4.1 Zbior X z dziataniami o wyzej wymienionych wtasnosciach
nazywamy przestrzenia liniowa nad cialem K i oznaczamy Xk (albo po prostu
X).

1Zauwazmy, ze symbolu ‘*’ uzywamy zaréwno do oznaczenia mnozenia skalaru przez
element z grupy jak i mmnozenia skalaru przez skalar. Podobnie ‘+’ oznacza zaréwno
dodawanie w ciele K jak i w grupie X'. Nie prowadzi to jednak do niejednoznacznosci, bo
z kontekstu zawsze wiadomo o jakie dzialanie chodzi.
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Podamy kilka elementarnych wiasnosci przestrzeni liniowych:
e VacX 0xa=0

eVacX (—-1)xa=—a

e VaeKVaeX [axa=0 <= (a=0)lub(a=0)]

Pierwsza wlasnos¢ wynika z réwnosci O xa = (0+0)*xa =0%a+0%*a, a
druga z réwnoéci 0 = 0xa = (1 + (=1)) *a = a + (—1) * a. Implikacja w
lewa strone w ostatniej wlasnosci jest oczywista. Aby pokazaé¢ implikacje w
prawa strone zalézmy, ze a0 =01 o # 0. Wtedy

a=1lxa=(a'xa)xa=a'*(axa)=a'+x0=0.

Elementy przestrzeni liniowej Xk nazywamy zwykle wektorami, odwotu-
jac sie do odpowiedniej interpretacji geometryczne;j.

Przykladami przestrzeni liniowych sa R, Clg, Ci, K’&L(" We wszyst-
kich tych przykladach mnozenie wektora przez skalar zdefiniowane jest w
naturalny sposéb “wyraz po wyrazie”. Przestrzen liniowa nad R (albo nad
C) tworza tez wielomiany stopnia co najwyzej (n — 1) o wspélezynnikach
rzeczywistych (albo zespolonych). Oznaczamy ja przez P (albo Plnc)

4.1.2 Podprzestrzenie liniowe

Definicja 4.2 Niech Xk bedzie przestrzeniq liniowq. Niepusty podzbior ) C
X nazywamy podprzestrzenia (liniowa) przestrzeni Xk, gdy Y jest prze-
strzeniq liniowq nad K (z dziataniami jok w X ). Piszemy przy tym

Yk € Xk.
Twierdzenie 4.1 Na to, aby Yk C Xk potrzeba i wystarcza, Ze:
(i) Ya,beY a+be)
(ii)) Vo e K VYa€) axac).

Dowéd. (i) i (ii) oznaczaja, ze dodawanie wektoréw i mnozenie ich przez
skalar nie wyprowadzaja poza zbior ). Pozostale warunki bycia podprze-
strzenia sa w sposob oczywisty spelnione, bo sa one spetlnione w X'.

Szczegblnymi przykltadami podprzestrzeni sa ) = X (podprzestrzen nie-
wihasciwa) oraz ) = {0} (podprzestrzen zerowa).
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Twierdzenie 4.2 Czesé wspolna dowolnej rodziny podprzestrzeni przestrze-
ni lintowej Xk jest tez podprzestrzeniq Xk .

Dowéd. Niech {Y;}jes, gdzie J jest (by¢ moze nieskoriczonym) zbiorem
indekséw, bedzie dowolna rodzinag podprzestrzeni. Oznaczmy

Y=Y
jed
Wobec twierdzenia 4.1 wystarczy pokazaé, ze dzialania dodawania i mnozenia
przez skalar nie wyprowadzaja poza zbiér ). Rzeczywiscie, warunek a,b € )
oznacza, ze a,b € Y; dla wszystkich j € J, a stad réwniez a +b € V;. W
konsekwencji a+b € Njc;); = Y. Podobne uzasadnienie dla mnozenia przez
skalar omijamy.

Waznymi przyktadami podprzestrzni liniowych przestrzeni macierzy Kr;("
sa TRIL™"™, TRIU™" oraz DIAG™". Podprzestrzeniami liniowymi w Pl sa
73(}( z k < n, albo wielomiany w ktérych zmienna wystepuje tylko w potegach
parzystych. (Przyjmujemy przy tym, ze —oo, czyli stopienn wielomianu zero-
wego, jest liczba parzysta.)

4.2 Baza i wymiar przestrzeni

4.2.1 Liniowa (nie)zaleznos¢

Niech {b;}7_; C & oraz i {a;}7_; C K. Element

b:i&j*bj
j=1

nazywamy kombinacjq liniowq elementéw {b;}, przy czym liczby {«;} sa
wspotezynnikami tej kombinacji.
Zauwazmy, ze

B = span(by, b, ..., b,) = { Zaj * b {ozj}?:l C K},
j=1

czyli zbidr wszystkich kombinacji liniowych danych elementéw {b;}, jest pod-
przestrzenia przestrzeni Xjx. Mowimy, ze B jest rozpieta na elementach
bi,. .., by.
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Definicja 4.3 Uktad {b;}}_, C & jest liniowo zalezny jesli istnieje uktad
skalaréw {c;}5_ C K zawierajqcy liczby niezerowe, dla ktorego

Zn:ozj *b; = 0.
j=1

Definicja 4.4 Uktad {b;}?_, C X jest liniowo niezalezny jesli nie jest li-
niowo zalezny, tzn. gdy dla dowolnych skalaréw {a;}%_, z réwnosci

zn:aj*bj =0
j=1

wynika, ze o; =0, 1 < j < n.

Latwo zauwazy¢, ze dowolny (niepusty) poduklad ukladu liniowo nie-
zaleznego jest ukltadem liniowo niezaleznym. 7 drugiej strony, jesli uklad ma
poduktad liniowo zalezny to uktad wyjsciowy jest liniowo zalezny.

Rozpatrzmy dowolny uktad {b;}7_;. Jesli jest on liniowo zalezny to ist-
nieja {;}j_, takie, ze dla pewnego s mamy «, # 0 oraz Z?:1 a; xb; = 0.

Wtedy

czyli by € span (by, ..., bs_1,bsi1,...,b,), a stad
span(by, ..., bs, ..., b,) =span(by, ..., bs_1,b5y1,...,b,).

Mozna tak postepowaé dalej otrzymujac w koncu ukiad liniowo niezalezny
rozpinajacy ta sama przestrzeni co {b;}7_;. (Poniewaz uklad wyjéciowy jest
skonczony, proces “wyjmowania” kolejnych wektoréw musi sie skonczy¢ po
co najwyzej n krokach.)

Whniosek 4.1 7 kazdego uktadu wektoréw (by, . .., b,) mozna wyjaé poduktad
(bjc1ys -~ bjwy), 1 < (1) < --- < j(k) < n (0 < k < n) taki, Ze jest on

liniowo niezalezny oraz

span(bl, cey bn) = span(bj(l), ey bj(k))
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4.2.2 Baza i wymiar, twierdzenie Steinitza

Definicja 4.5 Uklad {b;}}_, nazywamy baza przestrzeni Yx C Xk gdy:
(i) jest on liniowo niezaleiny,
(“) y = Spa’n(bla b27 R bn)
Mamy nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 4.3 Kazda przestrzen liniowa Yk ma baze. Ponadto, wszyst-
kie bazy sa rownoliczne.

Twierdzenie to prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 4.6 Liczbe elementow bazy danej przestrzeni Yk nazywamy jej
wymiarem 4 oznaczamy dim(YVi).

Dowdd twierdzenia 4.3 o istnieniu i rownolicznosci baz udowodnimy te-
raz jedynie w przypadku przestrzeni rozpietych na uktadach skoriczonych.
Zauwazmy najpierw, ze z Wniosku 4.1 natychmiast wynika, iz takie prze-
strzenie maja baze. Dowdd rownolicznosci baz opiera sie na nastepujacym
bardzo pozytecznym twierdzeniu.

Twierdzenie 4.4 (STEINITZA O WYMIANIE)
Niech

span(by, ..., b,) Cspan(cy, ..., cn) = &,
przy czym uktad {b;}7_, jest liniowo niezaleiny. Wtedy n < m oraz n ele-
mentow uktadu {c;}i_; mozna wymienié na {b;};_, otrzymujac uktad rozpi-
najacy X .

Dowéd. (Indukcja wzgledem n.)
Dlan = 0 teza jest oczywista. Zalézmy, ze teza zachodzi dlan—1. Wtedy
n —1<m oraz

X =span(by,...,bp1,Cny Cnits- -y Cm)-
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(Zakladamy bez zmniejszenia ogélnosci, ze wymieniliSmy n— 1 poczatkowych

elementéw uktadu {c;}",.) Poniewaz b, € X to mozna go przedstawi¢ w

postaci kombinacji liniowej

n—1 m
b=y ajxbi+ Y fixc;
i=1 j=n

Zauwazmy, ze istnieje s, n < s < m, taka, ze 5 # 0, bo w przeciwnym
przypadku b,, bytby liniowo zalezny od by,...,b, 1. Stad n < m oraz

R S O A
T8 &\B) T =BT

tzn. c, jest liniowa kombinacja wektoréw by, ..., b, Cny ..y Cs—1,Csa1y -+ Cn-
Wymieniajac cs na b, dostajemy

X =span(cy,...,¢n) = span(by, ..., by_1,Cny. .., Cm)

= span(by,...,by_1,bp, Cpit1, -\ Cm)-

To konczy dowdd.

Biorac teraz dwie bazy, (b, ...,b,) oraz (ci, ..., cy), tej samej przestrzeni
Yk i stosujac twierdzenie Steinitza otrzymujemy z jednej strony n < m, a z
drugiej m < n. Stad m = n, czyli bazy sa réwnoliczne.

7 twierdzenia Steinitza mozna fatwo wywnioskowaé¢ nastepujace wiasno-
Sci. (Ponizej zakladamy, ze dim(Xk) < o0.)

1. Kazdy uklad liniowo niezalezny w X mozna uzupeti¢ do bazy w X.
3. Niech Yk C Xjx. Wtedy

4.2.3 Przyklady

Podamy teraz kilka przykladéw przestrzeni i ich baz.
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mo_ - S
Kik = span(ey, €, ..., €n),

gdzie €; = [0,...,0,1,0,...,0]7 jest j-tym wersorem (jedynka na j-tej
wspélrzednej). Stad dim(Kgk) = m.

gdzie

Stad dim(K[g") = m - n.
Cr" =span(Ejj,1-Ej;: 1<i<m,1<j<n) (1=+v-1).

Stad dim(Cjg") =2-m - n.

Plr = span(1, tLt? . th
i dim(Pjg) = n.

4.3 Sumy i sumy proste

4.3.1 Suma (prosta) dwéch podprzestrzeni

Niech Y i Z beda podprzestrzeniami X. Definiujemy iloczyn tych podprze-
strzeni jako
S=YNZ:={zeX: ze)izeZ}

oraz sume jako

T=YV+Z={y+z:ye)Y zc Z}.

Zauwazmy, ze suma podprzestrzeni nie jest zwykla suma teoriomnogosciowa.
Oczywiscie, zaréwno iloczyn S jak i suma 7 sa podprzestrzeniami X.
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Definicja 4.7 Jesli iloczyn Y N Z = {0} to sume Y + Z nazywamy suma
prosta i oznaczamy

T=)Y02Z.

Podamy teraz kilka wlasno$ci wymiaréow sum i sum prostych.

(W1)
0 < dim(Y N 2Z) < min (dim(Y), dim(2))
(W2)
max (dim(})),dim(2)) < dim()Y + 2Z)
< min (dim(X), dim()) 4+ dim(Z2))
(W3)
dim(Y + Z) = dim(Y) + dim(Z) — dim(¥Y N 2)
(W4)

dim(Y ® Z) = dim(Y) + dim(Z2)

Wiasnos$é (W1) jak i lewa strona (W2) wynikaja po prostu z zawierania sie
odpowiednich podprzestrzeni, a prawa strona w (W2) z faktu, ze Y+ 2Z C X
oraz, ze suma teoriomnogosciowa baz w ) i Z rozpina Y + Z.

Poniewaz (W4) wynika bezposrednio z (W3), dla pelosci dowodu wy-
starczy pokaza¢ (W3). W tym celu bierzemy baze (by,...,b,) w YN Z, a
nastepnie uzupemiamy ja do bazy (b1, ..., by, Yus1,---,ys) W YV oraz do bazy
(b1, .. by, Zus1,- -, 2e) W Z. Jasne jest, ze

span(Yuyt1, - - -, Ys) N span(zyi1, .- ., 2t) = {0},

bo inaczej wspolny element niezerowy bylby w YV N Z, a wowczas uklad
(b1, by, Yus1, - - -, ys) nie bylby liniowo niezalezny.

Uktad (b1, ..., by, Yus1s - - -5 Ysy, Zutl, - - -, 2¢) jest wiec liniowo niezalezny i
rozpina Y + Z, a wiec jest tez baza tej przestrzeni. Dlatego

dm(Y+2) = u+(s—u)+(t—u) =s+t—u
= dim(Y) +dim(Z) — dim(Y N 2).
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4.3.2 Suma (prosta) w ogélnym przypadku

Uogélnimy pojecia sumy i sumy prostej na dowolna, ale skoniczona, liczbe
podprzestrzeni. Niech Y;, 1 < j < s, beda podprzestrzeniami X'. Sume tych
podprzestrzeni definujemy jako

Y = ViVt +d =) Y
j=1

= {y1+"“|—y33 yjeyj,lngS}.

Definicja 4.8 Jesl dla kazdegot, 1 <t <'s,

yt“(i yj) = {0}

t#j=1

to sume Y1+ -+ Vs = E;Zl ;)/j nazywamy suma prosta ¢ oznaczamy
o0 =Py
j=1

Twierdzenie 4.5 Jesli Y = @;_,Y; to kazdy wektory € ) ma jednoznaczne
przedstawienie w postaci

Y=y +y2+ -+ ys y; €Y, 1 <7< s,

Dowéd. (Indukcja wzgledem s.)
Dla s = 1 twierdzenie jest w oczywisty sposob prawdziwe. Zalézmy, ze
jest ono prawdziwe dla s — 1. Niech

Y=y + -ty =y +--+y.
Wtedy
s—1
ysays_y;:Z(y;_yj) €y1+"'+ys—17
j=1
aponiewaz V1 @OV 1 @Vstoys =y i+ Y =y +- - +ye g
Wobec tego, ze Vi @ --- @ V,_1, co wynika wprost z definicji sumy prostej,

mozemy teraz skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego, aby wywnioskowacé, ze
yj =y;dlal <j <s—1. To koficzy dowdd.
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Zauwazmy, ze jesli Y = YV, @ --- @ )V, to suma teoriomnogosciowa baz w
Y, 1 <j <s, jest baza Y. W szczegélnym przypadku, gdy (b, ..., b,) jest
baza X to

X =span(by) @ - - - @ span(b,).
Ponadto, kazdemu wektorowi x € X mozna jednoznacznie przyporzadkowac
wspotezynniki a;, 1 < j < n, takie, ze

n
i=1

4.4 Izomorfizm przestrzeni

Definicja 4.9 Przestrzen Xk jest izomorficzna z Yk (obie przestrzenie nad
tym samym ciatem) gdy istnieje wzajemnie jednoznaczne (réznowartosciowe
1 “na”) odwzorowanie

f:X=Y

zachowujgce kombinacje liniowe, tzn. VYri, 1o € X Vaq,as € K

flaxz + agxx9) = ag * f(x1) + ag x f(xz).

Odwzorowanie f nazywamy izomorfizmem.

Zauwazmy, ze jesli f : X — Y jest izomorfizmem to f(0) = 0 (bo f(0) =
f(0+0) = f(0)+ f(0)). Izomorfizm zachowuje tez liniowa (nie)zaleznosé
wektoréw, co wynika z faktu, ze warunek » 7, a;x f(b;) = 0 jest réwnowazny
fQ 5o e+ bj) = 0, czyli Y70 a;  b; = 0. Stad mamy prosty wnio-
sek, ze izomorfizm f przeprowadza baze (by,...,b,) przestrzeni X na baze

(f(b1),..., f(b,)) przestrzeni ).

Ponadto mamy:
(1) kazda przestrzen jest izomorficzna ze soba,
(ii) jesli X jest izomorficzna z ) to ) jest izomorficzna z X,

(iii) jesli X jest izomorficzna z ) oraz Y jest izomorficzna z Z to X jest
izomorficzna z Z.
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Aby pokazaé (i) wystarczy zauwazy¢, ze przeksztalcenie identycznosciowe w
X ustala izomorfizm X z X. Dla (ii) wykazemy, ze odwzorowanie odwrotne
f71 Y — X ustala izomorfizm ) z X. Rzeczywidcie, jesli y1,y2 € YV to
istnieja x1,xo € X takie, ze y; = f(z1) 1 y2 = f(x2). Stad

F7Han g1+ g x )
= [N * f(z1) + ag* f(xa)) = f7H(f (o % 21 + ag % x5))
=1 Fagkxy =y * Y1) + ok fH(yg).
W koncu, aby pokazaé (iii) zauwazmy, ze jesli f i1 g sa odpowiednio izomor-
fizmami X w ) oraz Y w Z to ztozenie h(-) := g(f(+)) jest izomorfizmem X
w Z. Rzeczywiscie,

h(cq * 21 + ag * x2)
= g(f(n * 21 + g x 32)) = glan * f(21) + az * f(22))
= a1 *g(f(z1)) + oz * g(f(22)) = ar x h(z1) + az * h(z2).
Whasnosci (i)-(iii) pokazuja, ze relacja “bycia przestrzeniami izomorficz-
nymi” jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, a wiec jest relacja rownowa-
znosci. Stad, zbior wszystkich przestrzeni liniowych nad ustalonym ciatem

mozna podzieli¢ na rozlaczne podzbiory bedace klasami abstrakcji tej relacji.

Do tej samej klasy naleza przestrzenie wzajemnie izomorficzne.

Wnhniosek 4.2 Kazda przestrzen liniowa Xjg wymiaru n jest izomorficzna z

Kp..
K

Rzeczywiscie, wybierajac dowolna baze (bi,...,b,) w Xk i definiujac
odwzorowanie f: X — ) jako

f(Z%’*bJ) =) a;xé
P =1

(gdzie €; jest j-tym wersorem) otrzymujemy izomorfizm przestrzeni Xjx w

4.5 Warstwy modulo Y

4.5.1 Definicja

Niech )Y bedzie podprzestrzenia przestrzeni X' i niech xy € X.
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Definicja 4.10 Zbior wektorow
Wi(zo,Y) :={mo+y:yel}

nazywamy warstwa modulo Y przez zo (albo hiperptaszczyzna réwnolegla do
Y przez punkt xg).

Zauwazmy, ze jeSli z1 —xo € Y to warstwy W(z1,)) i W(zy, ) zawieraja
te same wektory. Rzeczywisscie, jedli x = z1 +y € W(xy,)) to . = 9 +
((x1 — 22) +y) € W(x2,)). Podobnie, jesli x € W(x2,)) to x € W(xy1,)).

Z drugiej strony, jesli x € W(x1,Y) N W (3, V) to x = x1 + y1 = T2 + ¥
dla pewnych y;,y2 € Y. Stad 1 — 29 = y» — y1 € YV i w konsekwencji
W(z1,Y) = Wi(xs, ).

Na podstawie powyzszej analizy mozemy stwierdzi¢, ze dwie warstwy,
Wi(x1,Y) 1 W(xs,)), sa sobie réwne (gdy 1 — x5 € ) albo roztaczne (gdy
r1 —x9 ¢ Y). Dlatego warstwy W(x1,)) i W(xq,)) takie, ze z1 — x9 € Y
bedziemy utozsamiac.

Trywialnymi przyktadami warstw sa W (xg, X) = X oraz W (zy, {0}) =

{mo}.

4.5.2 Przestrzen warstw

W zbiorze wszystkich warstw modulo ) (¥ C X) wprowadzimy dziatania
dodawania warstw i mnozenia przez skalar o € K w nastepujacy sposob:

(i) W(z1,Y) + W(xe,Y) := W(x1 + x9,Y),
(i) ax W(z,Y) = W(axz,D).
Dziatania te sa dobrze zdefiniowane, bo jesli
Wz, ¥) =W(1, ) 1 W(e, ) =W(x, V)

tox; —a) € Yixg—a, €Y, astad (xy — 2)) + (22 — ) € Y, czyli
Wiz, + 22,Y) = W(a} + 24,Y). Podobnie, jesli W(z,Y) = W(a2',)) to
axr—axr' =ax(rz—a)e), czyli W(axz,YV)=W(axz',Y).

Latwo sprawdzi¢, ze zbiér warstw modulo ) z powyzej zdefiniowanymi
dziataniami jest przestrzenia liniowa nad K. Aby znalezé baze tej przestrzeni,
zapiszemy X jako sume prosta X = Y @ Z (gdzie Z jest oczywiscie wyzna-
czona niejednoznacznie) i wezmiemy dowolna baze (21, 29, . .., 2x) W Z (gdzie
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k = dim(Z)). Okazuje sie, ze przestrzen warstw jest izomorficzna z Z, a
ukiad

W(z1,), ..., W(z,)))

jest jej baza. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy pokazaé, ze odwzorowanie
f(z) =W(z)), z € Z,

jest izomorfizmem. Rzeczywiscie, z definicji dodawania warstw i mnozenia
przez skalar wynika, ze f zachowuje kombinacje liniowe. Jest ono réwniez
réznowartosciowe, bo jesli f(z1) = f(22) to 21 — 20 € ), a poniewaz Y i 2
tworza sume prosta to z; —zo = 01 27 = 25. W koncu, f jest przeksztatceniem
“na”, bo dla dowolnej warstwy W (z, V), z € X, mamy W (z,)) = f(z), gdzie
z pochodzi z (jednoznacznego) rozkltadu x =y + 2z, y € Y, z € Z.

W szczegdlnosci pokazaliSmy rowniez, ze przestrzen warstw modulo Y ma
wymiar dim(X') — dim()).

Na przyktad, jesli Y = X to przestrzen warstw jest izomorficza z prze-
strzenia zerowa, a jesli ) = {0} to jest ona izomorficzna z X.
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