Rozdzial 3

Normy wektorow i macierzy

W tym rozdziale zaktadamy, ze

K CC.

3.1 Ogdlna definicja normy

Niech ¢ : K"™™ — [0, +00) bedzie przeksztalceniem speliajacym warunki:
(i) VAe K™ ¢(A)=0 < A=0,
(il) VA e K™"Vu e K ¢(ux A) = |u| - ¥ (A),
(iii) VA, B € K™" (A4 B) < ¢(A) +¢(B)
(nierowno$¢ trdjkata albo subaddytywnosc).

Kazde takie przeksztalcenie ¢ nazywamy normag w K™" i oznaczamy

w(A) = [IA]l
Norma jest miara “wielkosci” macierzy. Dlatego
|A— B

uznajemy za miare odleglosci miedzy macierzami A i B.
Powiemy, ze norma jest monotoniczna gdy warunek |A| < |B| (tzn. gdy
la; ;| < 1|bi;| Vi, j) implikuje ||A]| < ||B||. Jesli norma w K™" spelnia

A« Bl < [|A]l-|B]l, VA, BeK"",

to méwimy, ze norma jest submultiplikatywna.
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26 ROZDZIAL 3. NORMY WEKTOROW I MACIERZY

3.2 Normy wektoréow

3.2.1 Normy p-te

Wektory w K" sa szczegdlnymi macierzami. W tym przypadku, waznymi
przykladami norm sa normy Schura, zdefiniowane dla danej p, 1 < p < oo,
jako

T = max |x;].
1<i<n

Nietrudno zauwazy¢, ze |7/ = lim,_.o [|Z]|,, V2 € K™.
Warunki (i) i (ii) normy sa trywialnie spelione przez normy Schura.
Warunek (iii) tatwo sprawdzié¢ dla p = 1, 00. Dla p = 1 mamy bowiem

12+ g1 =Y i+ wil < Y lail + Y lud = 170+ 17,
i=1 =1 i=1

a dla p = o0
17 + Flloo = max |zi +yi < max |zi] + max |yif = [[#loo + [[F]oo-

(W obu przypadkach zastosowali$my nieréwnosé tréjkata |u + v| < |u| + |v]
dla liczb zespolonych u i v.) Dla innych wartosci p warunek (iii) jest duzo
trudniej pokazac¢. Dlatego ograniczymy sie tu jedynie do przypadku p = 2.

Lemat 3.1 (NIEROWNOSC SCHWARZA)
Dla dowolnych u,v € K" mamy

@™« 0] < iy - (|72
Dowdd. Dla t € K mamy
0 < |[u+vxt|3 = (@+T«t)" - (@+T*t)
= G sxd+t-tx0T x0T+ a0 « vt + 0" xidixt
= la@ll3 + [t* - |15115 + [t] - @™ % 7] - (T 4w @H))

—H —H

gdzie t = |t| - w¥, @ « ¥ = |af * 0] - w?, w=cos1+12-sinl.
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Biorac teraz ¢ = —¢ mamy
0 < [lall3 + 2[¢] - | = o] + [t - [|4]]3,
a biorac ¢y = m — ¢ mamy
0 < [1lf3 — 2[t] - [@" = o] + [t - [|4]]3.
Stad dla dowolnej 7 € R otrzymujemy
0 < |l@ll3 + 27]a" * o] + 72|7])5.

Poniewaz prawa strona ostatniej nieréwnosci jest, jako funkcja 7, tréjmianem
kwadratowym o wartosciach nieujemnych, to

0> A=4(|a*o)*— |z I19]3)
co implikuje |@f * 0] < ||@]|2 - ||7]|2 i koticzy dowdd.

Na podstawie nieréwnosci Schwarza mamy teraz

1@ +ol5 =l + o]l + @ « 7+ 0% «
=l + 1915 + 2R(@" « )
< I3 + 11915 + 2@ « 7]
<l + 19115 + 2/lll2 )]z
= (llall2 + 131l2)"
czyli nier6wnosé tréjkata dla || - ||o.

3.2.2 Pozyteczne (nie)réwnosci

Nietrudno pokazaé¢ nastepujace nierownosci taczace normy p-te Schura dla
p = 1,2,00. Mianowicie, dla kazdego u € K" mamy

ldllo < Ml < n- [l
ldlloe < ldllz < V- [li]loo,
il < il < V-l
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przy czym ostatnia z tych nieréwnosci jest konsekwencja nieréwnosci Schwa-
rza,

n n n 1/2 n 1/2
=5 fd = 3 - 1] < (z \uw) (z 12) _ il
=1

=1 =1 =1

Dodatkowo zauwazamy, ze nieréwnosci tych nie mozna poprawi¢. Na przy-

klad, dla pierwszego wersora ¢, mamy ||é1||, = 1 Vp, a dla I= 1,1,...,1] €
K" mamy 1]y = v/n|[1]}2 = n[1]|e.

Kulq jednostkowq w K" (ze wzgledu na norme || - ||) nazywamy zbiér
wektorow

K ={aeK": i <1}.

7 podanych powyzej nieréwnosci wynika w szczegdlnosci, ze
K 1 C K2 - Koo,

gdzie K, jest kula jednostkowa w normie p-tej Schura.
Zauwazmy jeszcze, ze normy p-te sa monotoniczne oraz, ze dla dowolnej
macierzy permutacji P € K™" i wektora ¥ € K"

12+ 2l = [|7]],,

tzn. norma p-ta wektora jest niezmiennicza ze wzgledu na przestawienia
kolejnosci jego wspotrzednych.

3.3 Normy macierzy

3.3.1 Normy p-te

Normy p-te macierzy sa definiowane (indukowane) przez normy p-te wek-
torow w nastepujacy sposob:

AxT
14, = sup 1AxZ
0ATEK™ 12|,

— sup{|A*al, : 7€ K" |, = 1}.

Zauwazmy, ze uzywamy tego samego oznaczenia dla norm wektora jak i ma-
cierzy. Jest to uzasadnione, gdyz norma p-ta macierzy jest uogdlnieniem
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normy p-tej wektora. Dla A = [uy,...,u,]T € K™ = K™ mamy bowiem
m 1 .
|Allp = supey 14 tl, = (57 fusl?)"”. (Tutaj t € K))
Wprost z definicji wynika, ze normy indukowane macierzy spetiaja wa-
runek zgodnosci (z norma wektorowa), tzn.

VA€ K™E €K A+l < [|All,- |17l
Normy te sa rowniez submultiplikatywne,
VAEK™YB K"  |[AxBl, < |Al,- B,
Rzeczywiscie, dla 7 € K' mamy

[(A*B) &, = [[Ax(B*Z)ll, < [Allp- 1B *Z,
< [Allp - IIBllp - [Z]lp,

skad
|(A * B)

Z£0 Hpr

=< Al - 1Bl

Dla macierzy permutacji P € K™ i ) € K™" mamy
1P+ A% QM| = [ All,,

co oznacza, ze przestawienie kolumn i wierszy macierzy nie zmienia jej p-
tej normy. Rzeczywiscie, poniewaz przestawienie wspolrzednych nie zmienia
normy p-tej wektora, mamy
T — T — —
P HASQTEl, _AQN i, _ A+,

740 1], 7£0 1QT * Z, _g¢6 191l

3.3.2 Pozyteczne (nie)réwnosci

Dla niektérych p, norme mozna wyrazi¢ w sposob pozwalajacy ja tatwo ob-
liczy¢.

Lemat 3.2 Dla dowolnej macierzy A = (a; ;) € K™
(a) N Alloo = maxicicm D5y iyl

(b)  [JA]lL = maxi<jcn D iy |aigl.
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Dowéd. (a) Dla @ = [xy,...,7,]T € K® mamy

n
j=1
n

< oo - (1@%2 Iaml) :
<i<m £

Z drugiej strony, wezmy 7 = () taki, ze 27 = w™%, 1 < j < n, gdzie g,
jest argumentem liczby asj, tzn. as; = |as;|w?’, a s jest tym indeksem ¢,
dla ktérego suma ) 7, |a; ;| jest najwieksza. Wtedy ||7*[| = 1 oraz

n n
D lagjlw?w | =Y ag,l,
j=1 j=1

|A* 7| = max

1<i<m 1<i<m

n
< max Z |aij| - |2;]
j=1

n

*
E :as,j'xj

Jj=1

[A* T [|loo =

astad [| Al > maxicicm D5y |ail.
(b) Dla dowolnego & mamy

m

A« = >

=1

n

RURRE?

J=1

m n
<Y aig| -l

i=1 j=1

n m m
= DIl > el < (m Dw) 1@
j=1 i=1 i

=1

Z drugiej strony, dla z* takiego, ze x7 =0 dla j # s, z7 = 1 dla j = s, gdzie
s jest tym indeksem j dla ktérego suma > ", |a; ;| jest najwieksza, mamy
[2°[]y = 1 oraz [[A* ]|y = 321 |aisl, a stad [|Ally = maxi<j<n 357 |aiyl.

7 powyzszego lematu tatwo widaé, ze

A e = [1A"]lc = [|All,

1AL = 14" = [[Alle-
Szczegdlna role odgrywa norma druga || - ||2, ze wzgledéw, ktére beda jasne
pézniej. Niestety, nie wyraza sie ona w tak prosty sposéb jak || - [|1 1 || + ||oo-

W odréznieniu od tych ostatnich, norma druga ma jednak dodatkowa wazna
wlasno$é; mianowicie, dla dowolnej A € K™"

1A 2 = [ A%l = [1All2-
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Réwnosé ta wynika bezposrednio z faktu, ze

|| Al|2 = sup sup ‘ng *x A x Z_’} ,
Z g

gdzie suprema wzigte sa po 2 € K" i ¥ € K™ takich, ze ||Z]ja = 1 = ||7]]2.
Rzeczywiscie, dla dowolnych i Z o jednostkowych normach mamy

7 Ax 2] < gl - [|[A* 22 = A 2]l < [| A,

przy czym w pierwszej nieréwnosci zastosowaliémy nierownosé¢ Schwarza. 7
drugiej strony, dla 2z’ o jednostkowej normie i takiego, ze A * 7 # 0 mamy

A2  (Ax2)TxAxZ

AxZlo = —< = — <
1421 = 7, A2,

sup ‘Q’H*A*EL
llgll2=1

gdzie podstawiliSmy ¢ = A * Z/|| A * Z]|2.

3.3.3 Norma Frobeniusa

Norme Frobeniusa (albo Fuklidesowa) macierzy A € K™ definiujemy jako

m n 1/2
|Allr = (ZZW,J‘F) :

i=1 j=1

Zaleta normy || - || jest jej tatwa “obliczalno$é”, natomiast wada, ze nie jest
to norma indukowana przez zadna norme wektorowa.

Zwiazek miedzy norma Frobeniusa i norma druga pokazuje nastepujacy
lemat.

Lemat 3.3 Dla dowolnej A € K™" mamy
[All2 < [[Allr < min(m,n) - [|Al]2.

Dowdéd. Wykorzystujac nieréwnosé¢ Schwarza, dla dowolnego ¥ € K™ o
jednostkowej normie drugiej mamy

n

2 m n 2
SUIRSIED (z - w)
j= i=1 \j=1

> (leﬁ) (ZH) — A%,

Ms

A= 2]5 =

=1

IA

=1
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a stad [|Alls < [|A]lF.
7 drugiej strony, przedstawiajac A jako

A=[dy, ..., 3], €K™

mamy || A2 > [|A * €2 = ||dj|2, gdzie €} jest j-tym wersorem. Stad

1 — 1
JAIE = = > ol = = - Al
j=1

czyli [|[Al|r < /n- ||All2. Ale réwniez
1Al = AT < V- | A ]2 = Vi | Allz,
co konczy dowdd.

Zauwazymy jeszcze jedna wlasnos¢ norm p-tych macierzy. Niech macierz
A bedzie dana w postaci blokowej,

A=[A, Ao, ... A

Wtedy
S
[Aell, = sup [[Ap* T, = sup Aj x T
% llp=1 &5 |lp=1,8=0,j#k || j=1 »
< sup [|[AxZl, = [|All,-
Hfllpzl
Podobnie, jesli
Ay
A= 42
Ay
to
t
AL = sup A Z|p < sup Y [|A; = F|P
Hf”p:l f|p:1 j=1
= sup [l A=alL = AL

[Z]lp=1
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Stad dostajemy wniosek, ze jesli A jest w postaci blokowej to dla kazdego
bloku A; ; mamy
[Aijll, < Al 1<p< oo

Oczywiscie, ta wlasnos¢ zachodzi rowniez dla normy Frobeniusa.
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