Rozdziat 2

Macierze liczbowe

2.1 Podstawowe definicje

Macierza (nad cialem K) nazywamy tablice prostokatna

ay 1 Q12 ... Qip

a2 22 ... (1,2771
A= ,

am71 am72 oo Qmn

gdzie a;,; € K, 1 <i <m, 1< j <n. Bedziemy méwi¢, ze A jest macierza
formatu m x n, tzn. macierza o m wierszachin kolumnach. Zbiér wszystkich
takich macierzy oznaczamy przez K.

2.1.1 Macierze szczegdlnych formatéow

e 1 xn Macierze kwadratowe K™".

e m X 1 Macierze jednokolumnowe nazywane wektorami.
Zbiér wektoréw oznaczamy przez K™ = K™,
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e 1 xn Macierze jednowierszowe nazywane funkcjonatams.
Zbiér funkcjonaléw oznaczamy przez K'» = K" (albo K1),

KnT > A = ((1,17]‘) = &’T = dT = (aj)?zl = [al, .. .,an] .

e 1 x 1 Macierze jednoelementowe, utozsamiane z K, tzn. KH = K.

2.1.2 Podzial blokowy

Czesto wygodnie jest przedstawi¢ macierz w postaci blokowej, ktéra w ogo-
Inosci wyglada nastepujaco:

A171 e Al,t
A= : : e K™", (2.1)
Asq oo Asy

)

gdzie A, € K™, 1 <p<s, 1<q<t, > m,=m, 22:1 ng = n.

Na posta¢ blokowa mozna patrzy¢ jak na macierz, ktérej elementami
sa macierze. 7 drugiej strony, macierz liczbowa mozna interpretowac¢ jako
macierz w postaci blokowej z blokami formatu 1 x 1.

Wazne szczegdlne przypadki to podziat kolumnowy macierzy,

ay,j

Lo " L a2, .
A= [dy,dy, ..., d4,), gdzie @; = , 1< j<n,

oraz podzial wierszowy macierzy,

. AT .
A= , gdzie a; =[a;1,ai2,...,0;n, 1<i<m.

2.2 Dzialania na macierzach

2.2.1 Podstawowe dzialania

Mozemy na macierzach wykonywac rézne dzialania. Podstawowe z nich to:
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UEK,AEKm’n — BIU*AEKm’n, bi,j = U* Q4
(mnozenie macierzy przez liczbe)

A, BeK" — (C=A+Bc¢ Km,n’ Cij = Q45 + bi,j
(dodawanie macierzy)

Ae K™ = B=AT € K™ b;, = a;; (transpozycja macierzy)
AeCm" — B=A" ¢ K", b;; = a;; (sprzezenie hermitowskie)
AeC™ = B=|A€C™ b, =la;| (modul macierzy)
W szczegdlnosci, mamy tez dla u,v e K C C, A, B € C"™",
(ux A+ v« BT =ux AT+ 7« BT,
(AT)" = A= (4"

Zauwazmy, ze macierze formatu m x n z dzialaniem dodawania sa grupa
przemienna, przy czym elementem neutralnym jest macierz zerowa (gdzie
a;; = 0Vi,j), a przeciwna do (a; ;) jest macierz (—a; ;).

Jesli macierze dane sa w postaci blokowej (2.1) to:

B=uxA = Byg=ux4,,
C=A+B = Cpe=4Ap+ By,
B=A" = B,,= Agp

B=A" — B,,= Al
2.2.2 Mnozenie macierzy
Jesli A€ K™'i B € K™ to
C =A% Be K™,

gdzie

I
Ci,j:Zai,k*bk,ja I1<i<m,1<7<n.
k=1
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Zauwazmy, ze mnozenie A x B jest wykonalne wtedy i tylko wtedy gdy
liczba kolumn macierzy A jest réwna liczbie wierszy macierzy B. Jesli A jest
w postaci wierszowej, a B kolumnowej,

af
A: 5 B:|:gla"'7l_;li|7
Gy,
to Cij = (AJ,Z * gj \V/Z,]
Podstawowe wlasnosci mnozenia macierzy sa nastepujace. (Zakladamy,
ze macierze sa odpowiednich formatéw tak, ze dziatania sa wykonalne.)

(A+B)xC=AxC+BxC

Cx(A+B)=CxA+CxB
(rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania)

ux (AxB)=(uxA)x B=Ax(uxB)=(A*B)xu (u€K)
(A*B)*x(C = Ax (Bx*(C) (lacznosé¢ mnozenia)

Dowody tych wilasnosci polegaja na zwyklym sprawdzeniu. Dlatego, dla
przykladu, pokazemy tu jedynie tacznos¢. Niech macierze A, B, C beda odpo-
wiednio formatéw m x k, kx 1, [ xn. (Zauwazmy, ze tylko wtedy odpowiednie
mnozenia sa wykonalne.) Mamy

l

1
(AxB)*C),; = > (A*B)iscs; = >

s=1 s=1 t=1
k l k
= Zaztzbt,scs,j = Za'z t(B*C)tj
t=1 s=1 t=1
= (Ax(Bx C))i,j )

Mamy tez
(Ax B)! = BT x AT, (Ax B)? = B x A",

Rzeczywiscie,

((A*B)H)Z.J = (AxDB);; = Zaj,kbk,z‘
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l

I
= E a; ;b = E biGj e
k=1 k=1

I

= Z (BH)zk (AH)k,j = (BH * AH)z‘,j'

k=1

2.2.3 Mnozenie macierzy w postaci blokowej

Jesli macierze sa podane w postaci blokowej to mozna je mnozy¢ ‘blok-po-
bloku’ (tak jak w przypadku blokéw 1x 1) o ile formaty odpowiednich blokéw
sa zgodne. Dokladniej, jeSli A = (A;x), B = (B ), 1 <i<m, 1 <k <],
1 < j < n, oraz dla wszystkich i, j, k liczba kolumn bloku A;; macierzy A
jest réwna liczbie wierszy bloku By ; macierzy B to iloczyn

C:A*BI(CZ'J’),

1<i<m, 1< 5 <n, gdzie

l
Ci,j == E Ai,k X Bk,n-
k=1

Pokazemy to na przyktadzie. Niech

An Aip A Aig gll glﬁ
A= Ay1 Asy Ass Ass |, B = 321 32’2
Az Asg Assz Asy Bi Bi’z
Wtedy
Cip Cip
C=| Cy Coo |,
Cs1 Csp
gdzie

Cip = Ai*Bii+Aia*x By + A 3% By + Ay % By,
Cip = A11*Bia+ Aig* Bog+ Ayg* Bsg+ Ay s % Byo,
Coy = Ag1# By + Aso*x Boy + Asg* Bsg + Ay g% By,
Coo = Ag1*Bio+ Agg* Bog+ Aoz * Byo+ Aoy * Byo,
Cs31 = As1 By +Aso* Boy + Asg* Bs1 + Az g% By,
Cso = Az1*Bio+ Aszg* Bog+ A3z * Byo + Az x By,
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o ile formaty blokéw A; ;i By ; sa zgodnie.
Bardzo waznym przypadkiem szczegdélnym mmnozenia blokowego jest

AxB = A*[El,l?Q,...,lﬂ
= [A*l;l,A*gg,...,A*l_)}].

Zwréémy jeszeze uwage na fakt, ze jesli a € K™ oraz be K" to
C=dxb e K™"

jest macierza formatu m X n, nazywana iloczynem wewnetrznym wektoréw.
Jesli natomiast wektory sa tych samych formatow, a,b € K”, to

c=alsb=b xacK

jest liczba, nazywana iloczynem zewnetrznym. W przypadku d, b e C" defi-
niujemy rowniez iloczyn skalarny wektoréw jako liczbe zespolona

g:l;H*EL’EC.

2.3 Dalsze oznaczenia

2.3.1 Macierze tréjkatne i jednostkowe

Wyréznimy nastepujace podzbiory macierzy formatu m X n (niekoniecznie
kwadratowych):

TRIU™" = {AEKm’”:W>jai,j:O},
TRIL™ = {AeK™ :Vi<ja,=0},
DIAG™" — {A€K™ : Vi#jay,—0}.

Sa to odpowiednio macierze trojkatne gorne, trojkatne dolne i diagonalne.
Zauwazmy, ze kazdy z tych podzbioréw macierzy stanowi grupe ze wzgledu
na dziatanie dodawania macierzy (sa to podgrupy {K™", +1}), oraz

DIAG™" = TRIU™"™ N TRIL™".
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Poniewaz macierze diagonalne D € DIAG™" maja elementy niezerowe
jedynie na gléwnej diagonali, powiedzmy d;, 1 < i < min(m,n), bedziemy
pisaé

D = dlag (dl, dQ, cey dmin(m,n)) .
Szczegdlnie waznymi macierzami diagonalnymi sa (kwadratowe) macierze
jednostkowe
I, = diag,(1,1,...,1) e K™".
——
Jesli A € K™" to
I,xA =A== AxI,,

co oznacza, ze I, i I, sa elementami neutralnymi mnozenia (odpowiednio
lewostronnym i prawostronnym).

2.3.2 Uklad ré6wnan jako ro6wnanie macierzowe

Rozpatrzmy nastepujacy ukiad réwnan:

a1 1T1 + aipre + - 4+ ainax, = b
2171 + Qg2T2 + - A+ apT, = by

) ] ) (2.2)
Am, 121 + Qm 222 + -+ AmnTn = bm

Moéwimy, ze jest to uklad m réwnan liniowych z n niewiadomymi. Liczby
a;; € K nazywamy i wspdtczynnikams uktadu, b; wyrazami wolnymi, a x; to
niewiadome.

Oznaczmy

A=(a;;) €K™, b=(b)eK" &= (z;)eK"

Wtedy uklad (2.2) mozemy réwnowaznie zapisaé¢ po prostu jako réwnanie
macierzowe

Axi=0.

2.4 Macierze nieosobliwe

2.4.1 Grupa macierzy nieosobliwych

W zbiorze K™" mnozenie macierzy jest dzialaniem wewnetrznym. Ponadto,
jak wczesniej zauwazyliSmy, mnozenie jest laczne, a macierz jednostkowa
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I, = diag(1,...,1) € K™" jest elementem neutralnym mnozenia,
VAe K" AxI,=A=1,xA.

(Przypomnijmy, ze element neutralny, jesli istnieje, jest tylko jeden.) Natu-
ralnym staje si¢ teraz pytanie, czy istnieja elementy odwrotne. Niestety, nie
zawsze. Na przyklad, tatwo sprawdzié¢, ze (niezerowa) macierz

N

nie ma odwrotnosci (zaréwno lewostronnej jak i prawostronnej). Z drugiej
strony, wiele macierzy niezerowych maja odwrotnosci. Na przyklad, macierze

A:{—i g] oraz 32{1}2 192]

stanowia pare macierzy do siebie wzajemnie odwrotnych, Ax B = I, = Bx A,
tak, ze mozemy napisa¢ B = A7 i A = B~!. (Przypomnijmy, Ze element
odwrotny, jesli istnieje, jest wyznaczony jednoznacznie.)

Definicja 2.1 Macierz kwadratowg A € K™" dla ktorej istnieje macierz od-
wrotna A™1 € K™" nazywamy odwracalna albo nieosobliwa. Macierz, ktdra
nie posiada macierzy odwrotnej nazywamy osobliwa.

Zwréémy uwage na fakt, ze pojecie macierzy (nie)osobliwej przystuguje
jedynie macierzy kwadratowe;j.

[loczyn macierzy nieosobliwych jest macierza nieosobliwa. Rzeczywiscie,
jesli A, B € K™" to sprawdzamy bezposrednio, ze odwrotnoscia C' = A x B
jest macierz

C'=B1txAL

Stad wniosek, ze

ZBIOR MACIERZY NIEOSOBLIWYCH FORMATU 7 X . Z DZIALANIEM
MNOZENIA MACIERZY JEST GRUPA (NIEPRZEMIENNA).
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2.4.2 Warunek nieosobliwo$ci macierzy

Twierdzenie 2.1 Aby macierz A € K™" byla nieosobliwa potrzeba i wy-
starcza, aby dla kazdego b € K" uktad rownan A x ¥ = b mial jednoznaczne
rozwiqzanie ¥ € K.

Dowdéd. (Koniecznos$é.) Jesh A jest nieosobliwa to tatwo sprawdzié, ze
Z=A"1%b jest rozwiazaniem. 7 drugiej strony, jesli ¥ jest rozwiazaniem,
AxT =0, to AL« (Ax7) = A1 % b, czyli T = A~ % b jest rozwiazaniem
jednoznacznym.

(Dostatecznosé.) Uklady réwnan A*gj = €}, gdzie € jest j-tym wersorem,

@:[0’...,071707-"70]717

—

(gdzie jedynka stoi na j_)—t}:m mielscu) maja jednoznaczne rozwigzania b,
1 < j <n. Biorac B = [by, b, . ..,b,] mamy

AxB=[Axby,...,Axb,) =[é1,...,¢.] = I,.

Pozostaje jeszcze pokazaé, ze BxA = I,,. Rzeczywiscie, mamy (AxB)xA = A,
czyli A* (Bx* A) = A. Rozwiazaniem réownania A x Z = A jest Z = I,,, a
poniewaz z zalozenia rozwiazanie to jest jednoznaczne to B x A = I,,. Stad
B = A~ co koniczy dowdd.

Jednym z waznych wnioskow z tego twierdzenie jest nastepujacy.

Whniosek 2.1 Macierz tréjkatna (gorna lub dolna) T € K™ jest nieosobliwa
wtedy 1 tylko wtedy gdy wszystkie elementy na gtownej diagonali sq niezerowe.

Rzeczywiscie, wystarczy sprawdzi¢ jednoznaczna rozwiazywalno$¢ odpo-
wiedniego ukladu réwnan. Dodajmy, ze macierz odwrotna do tréjkatnej
dolnej (gérnej), jedli istnieje, jest tez tréjkatna dolna (gérna).

2.4.3 Permutacje

Niech p = [p(1),p(2),...,p(n)] € Perm(n) bedzie permutacja n elementowa.
Odpowiadajaca tej permutacji macierz P = (p; ;) € K™" zdefiniowana jako

pA:{ 1 gdyj=p),
" 0 gdyj #pli),
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nazywamy macierzq permutacji. Na przyklad, jesli p = [3,1,4, 2] € Perm(4)
to

O O = O
_ o O O
o O O
O = O O

Réwnowaznie, macierz kwadratowa P jest macierza permutacji wtedy i tylko
wtedy gdy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie wystepuje dokladnie jedna
jedynka, a pozostale elementy sa zerami.

Latwo sprawdzi¢, ze permutacje n-elementowe Perm(n) tworza grupe ze
wzgledu na ich ztozenie,

(gop)(i) =q(p(i)) 1<i<n.

Elementem neutralnym jest permutacja identycznosciowa id(i) = i Vi, a ele-
mentem odwrotnym do p jest permutacja odwrotna p’ zdefiniowana réwnoscia
P(pli)) =i Vi.

Podobnie, macierze permutacji tworza grupe ze wzgledu na mnozenie
macierzy, przy czym

P(gop) = P(p)* P(q).
Rzeczywiscie, (P(gop));; = 1 wt.w. gdy g(p(i)) = j. Z drugiej strony,

(P(p) * P(q));; =1 wt.w gdy (P(q)),q); =1, czyli znow q(p(i)) = j.
Podobnie pokazujemy, ze

Zauwazmy jeszcze, ze jesli P = P(p), p € Perm(n), to
T Tp(1)
Px] | = f ;

Tn, Lp(n)

czyli mnozenie wektora z lewej strony przez macierz permutacji skutkuje
zamiana kolejnosci wspotrzednych. Podobnie,

AT AT
ay ap(1)
P * : = :
~T ~T
an, Ap(n)
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powoduje przestawienie wierszy macierzy zgodnie z p. Poniewaz
™T T ™T
AxP=((AxP)") = (P"xA")",
dochodzimy do wniosku, ze

A * P permutuje kolumny A zgodnie z p/,

A x PT permutuje kolumny A zgodnie z p.
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