
Rozdzia l 2

Macierze liczbowe

2.1 Podstawowe definicje

Macierza֒ (nad cia lem K) nazywamy tablice֒ prostoka֒tna֒

A =








a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

...
...

...
am,1 am,2 . . . am,n








,

gdzie ai,j ∈ K, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Be֒dziemy mówić, że A jest macierza֒
formatu m×n, tzn. macierza֒ o m wierszach i n kolumnach. Zbiór wszystkich
takich macierzy oznaczamy przez Km,n.

2.1.1 Macierze szczególnych formatów

• n × n Macierze kwadratowe Kn,n.

• m × 1 Macierze jednokolumnowe nazywane wektorami.
Zbiór wektorów oznaczamy przez Km,1 = Km,

Km ∋ A = (ai,1) = ~a = â = (ai)
m

i=1 =








a1

a2
...

am








.
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• 1 × n Macierze jednowierszowe nazywane funkcjona lami.
Zbiór funkcjona lów oznaczamy przez K1,n = KnT (albo KnH),

KnT ∋ A = (a1,j) = ~aT = âT = (aj)
n

j=1 = [a1, . . . , an] .

• 1 × 1 Macierze jednoelementowe, utożsamiane z K, tzn. K1,1 = K.

2.1.2 Podzia l blokowy

Cze֒sto wygodnie jest przedstawić macierz w postaci blokowej, która w ogó-
lności wygla֒da naste֒puja֒co:

A =






A1,1 . . . A1,t

...
...

As,1 . . . As,t




 ∈ Km,n, (2.1)

gdzie Ap,q ∈ Kmp,nq , 1 ≤ p ≤ s, 1 ≤ q ≤ t,
∑s

p=1 mp = m,
∑t

q=1 nq = n.
Na postać blokowa֒ można patrzyć jak na macierz, której elementami

sa֒ macierze. Z drugiej strony, macierz liczbowa֒ można interpretować jako
macierz w postaci blokowej z blokami formatu 1 × 1.

Ważne szczególne przypadki to podzia l kolumnowy macierzy,

A = [~a1,~a2, . . . ,~an] , gdzie ~aj =








a1,j

a2,j

...
am,j








, 1 ≤ j ≤ n,

oraz podzia l wierszowy macierzy,

A =








âT
1

âT
2
...

âT
m








, gdzie âT
i = [ai,1, ai,2, . . . , ai,n] , 1 ≤ i ≤ m.

2.2 Dzia lania na macierzach

2.2.1 Podstawowe dzia lania

Możemy na macierzach wykonywać różne dzia lania. Podstawowe z nich to:
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u ∈ K, A ∈ Km,n =⇒ B = u ∗ A ∈ Km,n, bi,j = u ∗ ai,j

(mnożenie macierzy przez liczbe֒)

A, B ∈ Km,n =⇒ C = A + B ∈ Km,n, ci,j = ai,j + bi,j

(dodawanie macierzy)

A ∈ Km,n =⇒ B = AT ∈ Kn,m, bj,i = ai,j (transpozycja macierzy)

A ∈ Cm,n =⇒ B = AH ∈ Kn,m, bj,i = ai,j (sprze֒żenie hermitowskie)

A ∈ Cm,n =⇒ B = |A| ∈ Cm,n, bi,j = |ai,j| (modu l macierzy)

W szczególności, mamy też dla u, v ∈ K ⊂ C, A, B ∈ Cm,n,

(u ∗ A ± v ∗ B)H = u ∗ AH ± v ∗ BH ,
(
AT
)T

= A =
(
AH
)H

.

Zauważmy, że macierze formatu m× n z dzia laniem dodawania sa֒ grupa֒
przemienna֒, przy czym elementem neutralnym jest macierz zerowa (gdzie
ai,j = 0 ∀i, j), a przeciwna֒ do (ai,j) jest macierz (−ai,j).

Jeśli macierze dane sa֒ w postaci blokowej (2.1) to:

B = u ∗ A =⇒ Bp,q = u ∗ Ap,q

C = A + B =⇒ Cp,q = Ap,q + Bp,q

B = AT =⇒ Bp,q = AT
q,p

B = AH =⇒ Bp,q = AH
q,p

2.2.2 Mnożenie macierzy

Jeśli A ∈ Km,l i B ∈ Kl,n to

C = A ∗ B ∈ Km,n,

gdzie

ci,j =

l∑

k=1

ai,k ∗ bk,j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.
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Zauważmy, że mnożenie A ∗ B jest wykonalne wtedy i tylko wtedy gdy
liczba kolumn macierzy A jest równa liczbie wierszy macierzy B. Jeśli A jest
w postaci wierszowej, a B kolumnowej,

A =






âT
1
...

âT
m




 , B =

[

~b1, . . . ,~bl

]

,

to ci,j = âT
i ∗~bj ∀i, j.

Podstawowe w lasności mnożenia macierzy sa֒ naste֒puja֒ce. (Zak ladamy,
że macierze sa֒ odpowiednich formatów tak, że dzia lania sa֒ wykonalne.)

(A + B) ∗ C = A ∗ C + B ∗ C

C ∗ (A + B) = C ∗ A + C ∗ B
(rozdzielność mnożenia wzgle֒dem dodawania)

u ∗ (A ∗ B) = (u ∗ A) ∗ B = A ∗ (u ∗ B) = (A ∗ B) ∗ u (u ∈ K)

(A ∗ B) ∗ C = A ∗ (B ∗ C) ( la֒czność mnożenia)

Dowody tych w lasności polegaja֒ na zwyk lym sprawdzeniu. Dlatego, dla
przyk ladu, pokażemy tu jedynie  la֒czność. Niech macierze A, B, C be֒da֒ odpo-
wiednio formatów m×k, k×l, l×n. (Zauważmy, że tylko wtedy odpowiednie
mnożenia sa֒ wykonalne.) Mamy

((A ∗ B) ∗ C)i,j =

l∑

s=1

(A ∗ B)i,scs,j =

l∑

s=1

(
k∑

t=1

ai,tbt,s

)

cs,j

=
k∑

t=1

ai,t

l∑

s=1

bt,scs,j =
k∑

t=1

ai,t(B ∗ C)t,j

= (A ∗ (B ∗ C))i,j .

Mamy też

(A ∗ B)T = BT ∗ AT , (A ∗ B)H = BH ∗ AH .

Rzeczywíscie,

(
(A ∗ B)H

)

i,j
= (A ∗ B)j,i =

l∑

k=1

aj,kbk,i
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=
l∑

k=1

aj,kbk,i =
l∑

k=1

bk,iaj,k

=

l∑

k=1

(
BH
)

i,k

(
AH
)

k,j
=
(
BH ∗ AH

)

i,j
.

2.2.3 Mnożenie macierzy w postaci blokowej

Jeśli macierze sa֒ podane w postaci blokowej to można je mnożyć ‘blok-po-
bloku’ (tak jak w przypadku bloków 1×1) o ile formaty odpowiednich bloków
sa֒ zgodne. Dok ladniej, jeśli A = (Ai,k), B = (Bk,j), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ l,
1 ≤ j ≤ n, oraz dla wszystkich i, j, k liczba kolumn bloku Ai,k macierzy A
jest równa liczbie wierszy bloku Bk,j macierzy B to iloczyn

C = A ∗ B = (Ci,j) ,

1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, gdzie

Ci,j =
l∑

k=1

Ai,k ∗ Bk,n.

Pokażemy to na przyk ladzie. Niech

A =





A1,1 A1,2 A1,3 A1,4

A2,1 A2,2 A2,3 A2,4

A3,1 A3,2 A3,3 A3,4



 , B =







B1,1 B1,2

B2,1 B2,2

B3,1 B3,2

B4,1 B4,2







.

Wtedy

C =





C1,1 C1,2

C2,1 C2,2

C3,1 C3,2



 ,

gdzie

C1,1 = A1,1 ∗ B1,1 + A1,2 ∗ B2,1 + A1,3 ∗ B3,1 + A1,4 ∗ B4,1,

C1,2 = A1,1 ∗ B1,2 + A1,2 ∗ B2,2 + A1,3 ∗ B3,2 + A1,4 ∗ B4,2,

C2,1 = A2,1 ∗ B1,1 + A2,2 ∗ B2,1 + A2,3 ∗ B3,1 + A2,4 ∗ B4,1,

C2,2 = A2,1 ∗ B1,2 + A2,2 ∗ B2,2 + A2,3 ∗ B3,2 + A2,4 ∗ B4,2,

C3,1 = A3,1 ∗ B1,1 + A3,2 ∗ B2,1 + A3,3 ∗ B3,1 + A3,4 ∗ B4,1,

C3,2 = A3,1 ∗ B1,2 + A3,2 ∗ B2,2 + A3,3 ∗ B3,2 + A3,4 ∗ B4,2,
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o ile formaty bloków Ai,k i Bk,j sa֒ zgodnie.

Bardzo ważnym przypadkiem szczególnym mnożenia blokowego jest

A ∗ B = A ∗
[

~b1,~b2, . . . ,~bl

]

=
[

A ∗~b1, A ∗~b2, . . . , A ∗~bl

]

.

Zwróćmy jeszcze uwage֒ na fakt, że jeśli ~a ∈ Km oraz ~b ∈ Kn to

C = ~a ∗~bT ∈ Km,n

jest macierza֒ formatu m × n, nazywana֒ iloczynem wewne֒trznym wektorów.
Jeśli natomiast wektory sa֒ tych samych formatów, ~a,~b ∈ Kn, to

c = ~aT ∗~b = ~bT ∗ ~a ∈ K

jest liczba֒, nazywana֒ iloczynem zewne֒trznym. W przypadku ~a,~b ∈ Cn defi-
niujemy również iloczyn skalarny wektorów jako liczbe֒ zespolona֒

g = ~bH ∗ ~a ∈ C.

2.3 Dalsze oznaczenia

2.3.1 Macierze trójka֒tne i jednostkowe

Wyróżnimy naste֒puja֒ce podzbiory macierzy formatu m × n (niekoniecznie
kwadratowych):

TRIUm,n = {A ∈ Km,n : ∀i > j ai,j = 0 } ,

TRILm,n = {A ∈ Km,n : ∀i < j ai,j = 0 } ,

DIAGm,n = {A ∈ Km,n : ∀i 6= j ai,j = 0 } .

Sa֒ to odpowiednio macierze trójka֒tne górne, trójka֒tne dolne i diagonalne.
Zauważmy, że każdy z tych podzbiorów macierzy stanowi grupe֒ ze wzgle֒du
na dzia lanie dodawania macierzy (sa֒ to podgrupy {Km,n, +}), oraz

DIAGm,n = TRIUm,n ∩ TRILm,n.
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Ponieważ macierze diagonalne D ∈ DIAGm,n maja֒ elementy niezerowe
jedynie na g lównej diagonali, powiedzmy di, 1 ≤ i ≤ min(m, n), be֒dziemy
pisać

D = diag
(
d1, d2, . . . , dmin(m,n)

)
.

Szczególnie ważnymi macierzami diagonalnymi sa֒ (kwadratowe) macierze
jednostkowe

In = diagn(1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

n

) ∈ Kn,n.

Jeśli A ∈ Km,n to
Im ∗ A = A = A ∗ In,

co oznacza, że Im i In sa֒ elementami neutralnymi mnożenia (odpowiednio
lewostronnym i prawostronnym).

2.3.2 Uk lad równań jako równanie macierzowe

Rozpatrzmy naste֒puja֒cy uk lad równań:






a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = b2
...

...
...

...
am,1x1 + am,2x2 + · · · + am,nxn = bm

. (2.2)

Mówimy, że jest to uk lad m równań liniowych z n niewiadomymi. Liczby
ai,j ∈ K nazywamy i wspó lczynnikami uk ladu, bi wyrazami wolnymi, a xj to
niewiadome.

Oznaczmy

A = (ai,j) ∈ Km,n, ~b = (bi) ∈ Km, ~x = (xj) ∈ Kn.

Wtedy uk lad (2.2) możemy równoważnie zapisać po prostu jako równanie
macierzowe

A ∗ ~x = ~b.

2.4 Macierze nieosobliwe

2.4.1 Grupa macierzy nieosobliwych

W zbiorze Kn,n mnożenie macierzy jest dzia laniem wewne֒trznym. Ponadto,
jak wcześniej zauważylísmy, mnożenie jest  la֒czne, a macierz jednostkowa
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In = diag(1, . . . , 1) ∈ Kn,n jest elementem neutralnym mnożenia,

∀A ∈ Kn,n A ∗ In = A = In ∗ A.

(Przypomnijmy, że element neutralny, jeśli istnieje, jest tylko jeden.) Natu-
ralnym staje sie֒ teraz pytanie, czy istnieja֒ elementy odwrotne. Niestety, nie
zawsze. Na przyk lad,  latwo sprawdzić, że (niezerowa) macierz

[
1 −2

−2 4

]

nie ma odwrotności (zarówno lewostronnej jak i prawostronnej). Z drugiej
strony, wiele macierzy niezerowych maja֒ odwrotności. Na przyk lad, macierze

A =

[
1 0

−1 2

]

oraz B =

[
1 0

1/2 1/2

]

stanowia֒ pare֒ macierzy do siebie wzajemnie odwrotnych, A∗B = I2 = B∗A,
tak, że możemy napisać B = A−1 i A = B−1. (Przypomnijmy, że element
odwrotny, jeśli istnieje, jest wyznaczony jednoznacznie.)

Definicja 2.1 Macierz kwadratowa֒ A ∈ Kn,n dla której istnieje macierz od-
wrotna A−1 ∈ Kn,n nazywamy odwracalna֒ albo nieosobliwa֒. Macierz, która
nie posiada macierzy odwrotnej nazywamy osobliwa֒.

Zwróćmy uwage֒ na fakt, że poje֒cie macierzy (nie)osobliwej przys luguje
jedynie macierzy kwadratowej.

Iloczyn macierzy nieosobliwych jest macierza֒ nieosobliwa֒. Rzeczywíscie,
jeśli A, B ∈ Kn,n to sprawdzamy bezpośrednio, że odwrotnościa֒ C = A ∗ B
jest macierz

C−1 = B−1 ∗ A−1.

Sta֒d wniosek, że

zbiór macierzy nieosobliwych formatu n × n z dzia laniem
mnożenia macierzy jest grupa֒ (nieprzemienna֒).
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2.4.2 Warunek nieosobliwości macierzy

Twierdzenie 2.1 Aby macierz A ∈ Kn,n by la nieosobliwa potrzeba i wy-
starcza, aby dla każdego ~b ∈ Kn uk lad równań A ∗ ~x = ~b mia l jednoznaczne
rozwia֒zanie ~x ∈ Kn.

Dowód. (Konieczność.) Jes li A jest nieosobliwa to  latwo sprawdzić, że

~x = A−1 ∗~b jest rozwia֒zaniem. Z drugiej strony, jeśli ~x jest rozwia֒zaniem,
A ∗ ~x = ~b, to A−1 ∗ (A ∗ ~x) = A−1 ∗~b, czyli ~x = A−1 ∗~b jest rozwia֒zaniem
jednoznacznym.

(Dostateczność.) Uk lady równań A∗~bj = ~ej , gdzie ~ej jest j-tym wersorem,

~ej = [0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0]T ,

(gdzie jedynka stoi na j-tym miejscu) maja֒ jednoznaczne rozwia֒zania ~bj ,

1 ≤ j ≤ n. Biora֒c B = [~b1,~b2, . . . ,~bn] mamy

A ∗ B = [A ∗~b1, . . . , A ∗~bn] = [~e1, . . . , ~en] = In.

Pozostaje jeszcze pokazać, że B∗A = In. Rzeczywíscie, mamy (A∗B)∗A = A,
czyli A ∗ (B ∗ A) = A. Rozwia֒zaniem równania A ∗ Z = A jest Z = In, a
ponieważ z za lożenia rozwia֒zanie to jest jednoznaczne to B ∗ A = In. Sta֒d
B = A−1, co kończy dowód.

Jednym z ważnych wniosków z tego twierdzenie jest naste֒puja֒cy.

Wniosek 2.1 Macierz trójka֒tna (górna lub dolna) T ∈ Kn,n jest nieosobliwa
wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie elementy na g lównej diagonali sa֒ niezerowe.

Rzeczywíscie, wystarczy sprawdzić jednoznaczna֒ rozwia֒zywalność odpo-
wiedniego uk ladu równań. Dodajmy, że macierz odwrotna do trójka֒tnej
dolnej (górnej), jeśli istnieje, jest też trójka֒tna dolna (górna).

2.4.3 Permutacje

Niech p = [p(1), p(2), . . . , p(n)] ∈ Perm(n) be֒dzie permutacja֒ n elementowa֒.
Odpowiadaja֒ca֒ tej permutacji macierz P = (pi,j) ∈ Kn,n zdefiniowana֒ jako

pi,j =

{
1 gdy j = p(i),
0 gdy j 6= p(i),
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nazywamy macierza֒ permutacji. Na przyk lad, jeśli p = [3, 1, 4, 2] ∈ Perm(4)
to

P =







0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0







.

Równoważnie, macierz kwadratowa P jest macierza֒ permutacji wtedy i tylko
wtedy gdy w każdym wierszu i w każdej kolumnie wyste֒puje dok ladnie jedna
jedynka, a pozosta le elementy sa֒ zerami.

 Latwo sprawdzić, że permutacje n-elementowe Perm(n) tworza֒ grupe֒ ze
wzgle֒du na ich z lożenie,

(q ◦ p)(i) = q(p(i)) 1 ≤ i ≤ n.

Elementem neutralnym jest permutacja identycznościowa id(i) = i ∀i, a ele-
mentem odwrotnym do p jest permutacja odwrotna p′ zdefiniowana równościa֒
p′(p(i)) = i ∀i.

Podobnie, macierze permutacji tworza֒ grupe֒ ze wzgle֒du na mnożenie
macierzy, przy czym

P (q ◦ p) = P (p) ∗ P (q).

Rzeczywíscie, (P (q ◦ p))i,j = 1 w.t.w. gdy q(p(i)) = j. Z drugiej strony,
(P (p) ∗ P (q))i,j = 1 w.t.w gdy (P (q))p(i),j = 1, czyli znów q(p(i)) = j.

Podobnie pokazujemy, że

P (p′) = (P (p))−1 = (P (p))T .

Zauważmy jeszcze, że jeśli P = P (p), p ∈ Perm(n), to

P ∗






x1
...

xn




 =






xp(1)
...

xp(n)




 ,

czyli mnożenie wektora z lewej strony przez macierz permutacji skutkuje
zamiana֒ kolejności wspó lrze֒dnych. Podobnie,

P ∗






âT
1
...

âT
n




 =






âT
p(1)
...

âT
p(n)
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powoduje przestawienie wierszy macierzy zgodnie z p. Ponieważ

A ∗ P =
(
(A ∗ P )T

)T
=
(
P T ∗ AT

)T
,

dochodzimy do wniosku, że

A ∗ P permutuje kolumny A zgodnie z p′,

A ∗ P T permutuje kolumny A zgodnie z p.
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