
Rozdzia l 11

Przestrzenie Euklidesowe

11.1 Definicja, iloczyn skalarny i norma

Definicja 11.1 Przestrzenia֒ Euklidesowa֒ nazywamy pare֒

{

X|K, ϕ
}

,

gdzie X|K jest przestrzenia֒ liniowa֒ nad K, a ϕ forma֒ dwuliniowa֒ (hermi-
towska֒) dodatnio określona֒ na X|K, zwana֒ iloczynem skalarnym.

Dla uproszczenia, be֒dziemy dalej pisać (x, y) zamiast ϕ(x, y) oraz (A, B)
zamiast ϕ(A, B).

W lasności formy implikuja֒ naste֒puja֒ce w lasności iloczynu skalarnego:

(1) (x, y1 ∗ α1 + y2 ∗ α2) = (x, y1) ∗ α1 + (x, y2) ∗ α2 ∀x, y1, y2 ∈ X
∀α1, α2 ∈ K,

(2) (x, y) = (y, x), ∀x, y ∈ X

(3) (x, x) ≥ 0 ∀x ∈ X , oraz (x, a) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Zdefiniujmy γ(x) = (x, x)1/2, x ∈ X . Wtedy funkcja γ ma naste֒puja֒ce
w lasności:

(i) γ(x) ≥ 0 ∀x ∈ X , oraz γ(x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

(ii) γ(x ∗ α) = γ(x) ∗ |α| ∀x ∈ X ∀α ∈ K,

(iii) γ(x + y) ≤ γ(x) + γ(y) ∀x, y ∈ X .
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W lasności (i) oraz (ii) sa֒ oczywiste. Aby pokazać (iii) zauważmy, że

γ(x + y)2 = (x + y, x + y) = (x, x) + (y, x) + (x, y) + (y, y)

= (x, x) + 2 · ℜ(x, y) + (y, y)

oraz

(γ(x) + γ(y))2 = ((x, x)1/2 + (y, y)1/2)2

= (x, x) + 2 · (x, x)1/2 · (y, y)1/2 + (y, y).

W lasność (iii) wynika teraz z nierówności

ℜ(x, y) ≤ |ℜ(x, y)| ≤ |(x, y)| ≤ (x, x)1/2 · (y, y)1/2,

przy czym ostatnia z nich to nierówność Schwarza, która֒ znamy już z lematu
3.1. (Co prawda, wtedy rozpatrywany by l szczególny przypadek X|K = Kn

K

i (~x, ~y) = ~yH ∗ ~x, ale w ogólnym przypadku dowód jest niemal identyczny.)
W lasności (i)-(iii) sa֒ ogólnymi warunkami normy w przestrzeni liniowej.

(Wcześniej, w rozdziale 3.1 podalísmy te warunki dla szczególnego przypadku
X = Km,n.) Sta֒d

‖x‖ := (x, x)1/2

definiuje norme֒ w X|K (generowana֒ przez iloczyn skalarny (·, ·)). Przypo-
mnijmy jeszcze raz nierówność Schwarza (w przestrzeni Euklidesowej):

|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ∀x, y ∈ X .

Dok ladniejsze prześledzenie dowodu tej nierówności (patrz znów dowód le-
matu 3.1) pokazuje, że powyżej równość zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy x
i y sa֒ liniowo zależne.

11.2 Rzut prostopad ly

11.2.1 Zadanie aproksymacji

Naste֒puja֒ce twierdzenie rozwia֒zuje zadanie aproksymacji (przybliżania) ele-
mentów przestrzeni X elementami jej podprzestrzeni.

Twierdzenie 11.1 Niech Y ⊆ X be֒dzie podprzestrzenia֒. Wtedy dla każdego
x ∈ X istnieje dok ladnie jeden xY ∈ Y taki, że dla wszystkich y ∈ Y

y 6= xY =⇒ ‖x − xY‖ < ‖x − y‖.
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Dowód. Niech s = dim(Y) i Y ∈ X 1,s be֒dzie baza֒ Y . Pokażemy, że xY

wyraża sie֒ wzorem

xY = Y ∗ ~a∗, gdzie ~a∗ := (Y, Y)−1 ∗ (Y, x) ∈ Ks. (11.1)

Rzeczywíscie, jeśli y ∈ Y i y 6= xY to y = Y ∗ ~a dla pewnego ~a 6= ~a∗. Wtedy

‖x − y‖2 = (x − y, x − y) = ((x − xY) + (xY − y), (x − xY) + (xY − y))

= ‖x − xY‖
2 + 2 · ℜ(xY − y, x − xY) + ‖xY − y‖2.

Wobec tego, że

(Y, xY) = (Y, Y ∗ ~a∗) = (Y, Y) ∗ ~a∗ = (Y, x),

mamy

(xY − y, x − xY) = (Y ∗ (~a∗ − ~a), x − xY) = (~a∗ − ~a)H ∗ (Y, x − xY) = 0.

Sta֒d

‖x − y‖2 = ‖x − xY‖
2 + ‖xY − y‖2 > ‖x − xY‖

2.

Uwaga. Z jednoznaczności najlepszej aproksymacji wynika, że xY we wzo-
rze (11.1) nie zależy od wyboru bazy Y. Można to również  latwo sprawdzić
bezpośrednio. Jeśli bowiem weźmiemy inna֒ baze֒, powiedzmy Z, podprze-
strzeni Y to Y = Z ∗ C dla pewnej nieosobliwej macierzy C, a sta֒d

Z ∗ (Z, Z)−1 ∗ (Z, x) = Y ∗ C ∗ (Y ∗ C, Y ∗ C)−1 ∗ (Y ∗ C, x)

= Y ∗ C ∗ (CH ∗ (Y, Y) ∗ C)−1 ∗ CH ∗ (Y, x)

= Y ∗ (Y, Y)−1 ∗ (Y, x).

11.2.2 Twierdzenie o rzucie prostopad lym

Definicja 11.2 Powiemy, że dwa elementy x i y danej przestrzeni Euklide-
sowej X|K z iloczynem skalarnym (·, ·) sa֒ prostopad le (albo ortogonalne), co
zapisujemy x ⊥ y, gdy ich iloczyn skalarny wynosi zero, tzn.

x ⊥ y ⇐⇒ (x, y) = 0.
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Zauważmy, że jeśli wektory x, y ∈ X sa֒ prostopad le, x ⊥ y, to zachodzi
równość

‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2, (11.2)

która֒ odczytujemy jako (znane ze szko ly w szczególnym przypadku) twier-
dzenie Pitagorasa. Oczywíscie, zachodzi również twierdzenie odwrotne,
tzn. równość (11.2) implikuje protopad lość wektorów x i y.

Najlepsza aproksymacja w podprzestrzeni Y posiada dodatkowa֒ ważna֒
w lasność zwia֒zana֒ z poje֒ciem prostopad lości.

Twierdzenie 11.2 (o rzucie prostopad lym)
Niech xY be֒dzie najlepsza֒ aproksymacja֒ elementu x ∈ X w podprzestrzeni
Y ⊆ X . Wtedy

(y, x − xY) = 0 ∀y ∈ Y (11.3)

tzn. x − xY jest prostopad ly do podprzestrzeni Y.
Ponadto, xY jest jedynym elementem w Y spe lniaja֒cym (11.3).

Dowód. Wykorzystuja֒c notacje֒ z dowodu twierdzenia 11.1, dla dowolnego
y ∈ Y mamy

(y, x − xY) = ~aH ∗ (Y, x − xY) = ~aH ∗~0 = 0.

Jeśli zaś y0 = Y ∗ ~a0 i dla każdego ~a mamy (Y ∗ ~a, x − Y ∗ ~a0) = 0, to
(Y, x − Y ∗ ~a0) = 0, a sta֒d

~a0 = (Y, Y)−1 ∗ (Y, x) = ~a∗

i y0 = xY .

Ze wzgle֒du na twierdzenie 11.2, element xY najlepszej aproksymacji nazy-
wany jest również rzutem prostopad lym (ortogonalnym) elementu x na pod-
przestrzeń Y .

11.3 Uk lady ortogonalne

11.3.1 Macierz Grama

Definicja 11.3 Niech A = [y1, y2, . . . , ys] ∈ X 1,s. Macierz

(A, A) ∈ Herms,s

nazywamy macierza֒ Grama uk ladu {yi}
s
i=1

.
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Wobec równości

~aH ∗ (A, A) ∗ ~a = (A ∗ ~a, A ∗ ~a) = ‖A ∗ ~a‖2 ≥ 0

mamy natychmiast, że macierz Grama jest zawsze nieujemnie określona. Po-
nadto, jest ona dodatnio określona wtedy i tylko wtedy gdy uk lad {yi}

s
i=1

jest liniowo niezależny.
Jeśli (A, A) = diag(δ1, . . . , δs), przy czym δi = (yi, yi) > 0 ∀i to uk lad

{yi}
s
i=1

nazywamy ortogonalnym. Jeśli ponadto (yi, yi) = 1 ∀i, czyli gdy
(A, A) = Is, to uk lad ten nazywamy ortonormalnym.

Za lóżmy teraz, że uk lad Y = [y1, . . . , ys] jest liniowo niezależny, oraz niech

Y = span(y1, y2, . . . , ys).

Wtedy, jak wiemy z twierdzenia 11.1, rzut prostopad ly x ∈ X na podprze-
strzeń Y wyraża sie֒ wzorem

xY = Y ∗ (Y, Y)−1 ∗ (Y, x).

Wzór ten ma szczególnie prosta֒ postać gdy baza Y tworzy uk lad ortogonalny.
Wtedy

xY =
s

∑

i=1

yi ∗
(yi, x)

(yi, yi)
.

Jeśli zaś baza tworzy uk lad ortonormalny to

xY =
s

∑

i=1

yi ∗ (yi, x).

Z tych wzgle֒dów poża֒dane jest posiadanie baz ortogonalnych podprzestrzeni.

11.3.2 Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Okazuje sie֒, że dowolna֒ baze֒ podprzestrzeni można stosunkowo  latwo prze-
kszta lcić w baze֒ ortogonalna֒. S luży temu proces zwany ortogonalizacja֒
Grama-Schmidta.

Niech y1, y2, . . . , ys be֒da֒ liniowo niezależne oraz

Yk := [y1, . . . , yk], Yk = span(y1, . . . , yk), 1 ≤ k ≤ s.

Oczywíscie dim(Yk) = k ∀k oraz

Y1 ⊂ Y2 ⊂ · · · ⊂ Ys ⊆ X .
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Twierdzenie 11.3 (Ortogonalizacja Grama-Schmidta)
Naste֒puja֒cy proces:

{ z1 := y1;
for k := 2 to s do

zk := yk − 〈 rzut prostopad ly yk na Yk−1 〉
}

produkuje uk lady ortogonalne Zk = [z1, . . . , zk] takie, że

span(z1, z2, . . . , zk) = Yk, 1 ≤ k ≤ s.

Dowód. (Indukcja wzgle֒dem k.)
Dla k = 1 twierdzenie jest oczywiste. Niech k ≥ 2. Wtedy, wobec za lożenia
indukcyjnego, mamy Yk−1 = span(z1, . . . , zk−1) oraz uk lad {zi}

k−1

i=1
jest or-

togonalny. Jeśli teraz rk jest rzutem ortogonalnym yk na Yk−1 to z twier-
dzenia o rzucie ortogonalnym mamy, że zk = yk − rk 6= 0 jest prostopad ly
do Yk−1, a sta֒d uk lad {zi}

k
i=1

jest też ortogonalny. Oczywíscie, przy tym
span(z1, . . . , zk) = Yk, co kończy dowód.

Ortogonalizacje֒ Grama-Schmidta możemy zapisać jako algorytm gene-
ruja֒cy uk lad {zi}

s
i=1

z uk ladu {yi}
s
i=1

, w naste֒puja֒cy sposób:

{ z1 := y1; δ1 := (z1, z1);
for k := 2 to s do

{ for j := 1 to k − 1 do cj,k := (zj, yk)/δj;

zk := yk −
∑k−1

j=1
zj ∗ cj,k; δk := (zk, zk)

}
}

Algorytm ten produkuje “po drodze” wspó lczynniki cj,k dla 2 ≤ k ≤ s,
1 ≤ j ≤ k − 1. Jeśli dodatkowo zdefiniujemy ck,k = 1 dla 1 ≤ k ≤ s, oraz
cj,k = 0 dla 1 ≤ k ≤ s − 1, k + 1 ≤ j ≤ s, to dostaniemy

yk =
k

∑

j=1

cj,k ∗ zj,

czyli

Yk = Zk ∗ Ck, gdzie Ck = (ci,j)
k
i,j=1

,
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albo, po normalizacji bazy z1, . . . , zs,

Yk = Ẑk ∗ Ĉk,

gdzie Ẑk = Z ∗ D−1

k , Ĉk = Dk ∗ Ck, Dk = diag(δ
1/2

1
, . . . , δ

1/2

k ).

Zauważmy, że macierze Ck i Ĉk sa֒ trójka֒tne górne.

11.3.3 Rozk lad ortogonalno-trójka֒tny macierzy

Ważnym przypadkiem szczególnym jest X|K = Kn
|K, K ⊆ C, ze “zwyk lym”

iloczynem skalarnym (~x, ~y) = ~yH ∗ ~x. Niech

A = [~a1, . . . ,~an] ∈ Km,n,

gdzie
rank(A) = n ≤ m,

tzn. kolumny macierzy sa֒ liniowo niezależne. Wtedy, przeprowadzaja֒c orto-
normalizacje֒ (czyli ortogonalizacje֒, a naste֒pnie normalizacje֒) kolumn macie-
rzy A otrzymujemy macierz Q ∈ Km,n, Q = [~q1, . . . , ~qn], której kolumny ~qj

tworza֒ uk lad ortonormalny,

QH ∗ Q = In,

oraz macierz trójka֒tna֒ górna֒ R ∈ TRIUn,n takie, że

A = Q ∗ R.

Jest to rozk lad ortogonalno-trójka֒tny macierzy.


