Rozdziatl 11

Przestrzenie Euklidesowe

11.1 Definicja, iloczyn skalarny i norma

Definicja 11.1 Przestrzenia Euklidesowa nazywamy pare

{¥x. o},

gdzie Xk jest przestrzeniq liniowq nad K, a ¢ forma dwuliniowq (hermi-
towskq) dodatnio okreslona na Xk, zwang iloczynem skalarnym.

Dla uproszczenia, bedziemy dalej pisa¢ (x,y) zamiast ¢(x,y) oraz (A, B)
zamiast (A, B).
Witasnosci formy implikuja nastepujace wlasnosci iloczynu skalarnego:

(1) (z,y1 x a1 +y2 xaz) = (x,91) * a1 + (T,2) * . Vo,y1,920 € X
v&l,CYQ S K,

(2) (z,y) =(y,2), Vo,yedX
(3) (z,2) >0 Vz € X, oraz (r,a) =0 <=z =0.

1/2

Zdefiniujmy v(z) = (z,x)"*, x € X. Wtedy funkcja v ma nastepujace

wlasnosci:
(i) v(z) >0 Vx € X, oraz y(x) =0 <= = = 0.
(ii) v(x*a) =v(x) *|a] Ve X VaeK,
(i) v(z +y) <v(z) +(y) Vo,ye X
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Wriasnosci (i) oraz (ii) sa oczywiste. Aby pokazaé (iii) zauwazmy, ze

Ye+y)? = (@+y,z4+y) = (z,2)+ (y.2) + (x.y) + (,9)
= (z,2) +2-R(z,y) + (y,9)

oraz

(V@) +vW)?* = ((z,2)"+ (y,)"?)?
= (z,2)+2-(x,2)"* (. 9)"* + (. v).

Wiasnosé (iii) wynika teraz z nieréwnosci
R(z,y) < R(z,9)| < |(@,9)] < (@,2)% ()",

przy czym ostatnia z nich to nieréwnos$¢ Schwarza, ktora znamy juz z lematu
3.1. (Co prawda, wtedy rozpatrywany byl szczegélny przypadek Xjx = K
i (Z,7) = g% * &, ale w ogélnym przypadku dowéd jest niemal identyczny.)

Wiasnosei (i)-(iii) sa ogdlnymi warunkami normy w przestrzeni liniowe;j.
(Wezesniej, w rozdziale 3.1 podali$my te warunki dla szczegdlnego przypadku
X =K"™".) Stad

lz]| = (z,2)"/?

definiuje norme w Xk (generowana przez iloczyn skalarny (-,-)). Przypo-
mnijmy jeszcze raz nierdwnosé Schwarza (w przestrzeni Euklidesowej):

(@ )| < =l - llyll - Va,y e X

Dokladniejsze przesledzenie dowodu tej nieréwnosci (patrz znéw dowdd le-
matu 3.1) pokazuje, ze powyzej réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy x
i y sa liniowo zalezne.

11.2 Rzut prostopadtly

11.2.1 Zadanie aproksymacji

Nastepujace twierdzenie rozwiazuje zadanie aproksymacji (przyblizania) ele-
mentéw przestrzeni A elementami jej podprzestrzeni.

Twierdzenie 11.1 Niech Y C X bedzie podprzestrzenia. Wtedy dla kazdego
x € X istnieje doktadnie jeden xy € Y taki, ze dla wszystkich y € Y

y#ry = v —ayl <llz -yl
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Dowéd. Niech s = dim(Y) i Y € X'* bedzie baza ). Pokazemy, ze xy
wyraza sie wzorem

Ty =Y * a*, gdzie @ = (Y,Y) ' % (Y,z) € K*. (11.1)
Rzeczywiscie, jesli y € YV iy # xy to y = Y x a dla pewnego a # a@*. Wtedy

lz—yl* = (@-y,2-y) = ((z—2y)+ (@y —y), (¢ — 2y) + (xy — y))
= |lv —ayll* +2- R(ay —y, 2 — 2y) + 2y —yII”
Wobec tego, ze
(Y,zy) = (Y, Y*xa*) = (Y,Y) «a* = (Y, z),
mamy
(xy —y,x —ay) = (Y* (@ — @), —ay) = (@ — @) (Y, 2 — zy) = 0.
Stad

lz =yl = llo—zpl* + llzy = ylI* > llz - 2y]*.

Uwaga. Z jednoznaczno$ci najlepszej aproksymacji wynika, ze xy we wzo-
rze (11.1) nie zalezy od wyboru bazy Y. Mozna to réwniez tatwo sprawdzié
bezposrednio. Jesli bowiem wezmiemy inna baze, powiedzmy Z, podprze-
strzeni ) to Y = Z % C' dla pewnej nieosobliwej macierzy C, a stad

Zx(Z,2) ' % (Z,x) = Y+Cx(Y*O,YxC) ' % (Yx*CO, )
= Y*Cx(CHx(Y,Y)* ) «C¥ % (Y, 2)
= Y*(Y,Y) ' x (Y, 2).

11.2.2 Twierdzenie o rzucie prostopadlym

Definicja 11.2 Powiemy, ze dwa elementy x 1y danej przestrzeni Fuklide-
sowej Xk z tloczynem skalarnym (-,-) sa prostopadle (albo ortogonalne), co
zapisujemy x Ly, gdy ich iloczyn skalarny wynosi zero, tzn.

rly < (z,y)=0.
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Zauwazmy, ze jesli wektory x,y € X sa prostopadle, x L y, to zachodzi
rownosé
2 +ylI* = [l=|I* + lylI*, (11.2)

ktéra odezytujemy jako (znane ze szkoty w szczegdlnym przypadku) TWIER-
DZENIE PITAGORASA. Oczywiscie, zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne,
tzn. réwnosé (11.2) implikuje protopadito$é wektoréw = i y.

Najlepsza aproksymacja w podprzestrzeni ) posiada dodatkowa wazna
wlasnos¢ zwiazana z pojeciem prostopadtosci.

Twierdzenie 11.2 (O RZUCIE PROSTOPADLYM )

Niech xy bedzie najlepsza aproksymacja elementu x € X w podprzestrzeni
Y CX. Wtedy

(y,x —zy) =0 Yy ey (11.3)

tzn. x — xy jest prostopadty do podprzestrzeni ).
Ponadto, xy jest jedynym elementem w Y spetniajacym (11.3).

Dowdéd. Wykorzystujac notacje z dowodu twierdzenia 11.1, dla dowolnego
y € Y mamy

(y,x —zy) = al« (Y,z —zy) = a?«0 = 0.

Jesli zas yo = Y % adp i dla kazdego @ mamy (Y x a@,x — Y % dp) = 0, to
(Y,z — Y xdy) =0, a stad

do = (Y,Y) ' % (Y,2) = a*
i Yo = Ty.
Ze wzgledu na twierdzenie 11.2, element xy najlepszej aproksymacji nazy-

wany jest réwniez rzutem prostopadlym (ortogonalnym) elementu z na pod-
przestrzen ).

11.3 Uklady ortogonalne

11.3.1 Macierz Grama
Definicja 11.3 Niech A = [y, 4, ...,ys] € X1*. Macierz
(A,A) € Herm*®

nazywamy macierza Grama uktadu {y;}5_,.
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Wobec réwnosci
Tx(AA) @ = (Axa,Axad) = |[Axad|*> >0

mamy natychmiast, ze macierz Grama jest zawsze nieujemnie okreslona. Po-
nadto, jest ona dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy uklad {y;};_,
jest liniowo niezalezny.

Jesli (A, A) = diag(dy,...,ds), przy czym 6; = (y;,y:) > 0 Vi to uklad
{y:}_, nazywamy ortogonalnym. Jesdli ponadto (y;,y;) = 1 Vi, czyli gdy
(A, A) = I, to uktad ten nazywamy ortonormalnym.

Zalézmy teraz, ze uklad Y = [yy, ..., ys] jest liniowo niezalezny, oraz niech

y = Span(y17y27 s 7y5)-

Wtedy, jak wiemy z twierdzenia 11.1, rzut prostopadly x € X na podprze-
strzen ) wyraza sie wzorem

vy = Y (Y,Y) ™ * (Y, z).

Wz6r ten ma szczegdlnie prosta postac¢ gdy baza Y tworzy ukiad ortogonalny.

Wtedy
Ty = Zyz

Jedli zas baza tworzy uktad ortonormalny to

Ty = Zyz ym

7 tych wzgledow pozadane jest posiadanie baz ortogonalnych podprzestrzeni.

y'u i)

11.3.2 Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Okazuje sie, ze dowolna baze podprzestrzeni mozna stosunkowo latwo prze-
ksztalcic w baze ortogonalna. Stuzy temu proces zwany ortogonalizacja
Grama-Schmidta.

Niech y1, 49, ...,ys beda liniowo niezalezne oraz

Yi = [y1, -, Uk, Vi = span(yy, ..., Yr), 1<k<s.
Oczywiscie dim()y) = k Vk oraz
ViClyC---CYs CA.
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Twierdzenie 11.3 (ORTOGONALIZACJA GRAMA-SCHMIDTA)
Nastepujacy proces:

{ Rz = 3/1;'
for k£ :=2to sdo
2k = yp — { rzut prostopadly yr na YVi_1)
}

produkuje uktady ortogonalne Zy = |z1, ..., zx] takie, Ze
span(zi, 22, - - -, 2k) = Y, 1 <k<s.

Dowéd. (Indukeja wzgledem k.)

Dla k = 1 twierdzenie jest oczywiste. Niech k > 2. Wtedy, wobec zalozenia
indukcyjnego, mamy Y1 = span(z,. .., z;_1) oraz uklad {z;}*=' jest or-
togonalny. Jesli teraz ry jest rzutem ortogonalnym vy na Vi1 to z twier-
dzenia o rzucie ortogonalnym mamy, ze z = yr — 1 # 0 jest prostopadly
do Vi 1, a stad uklad {z;}%_ | jest tez ortogonalny. Oczywiicie, przy tym
span(zi, ..., 2x) = Yk, co konczy dowdd.

Ortogonalizacje Grama-Schmidta mozemy zapisa¢ jako algorytm gene-
rujacy uklad {z;}7_; z ukladu {y;};_,, w nastepujacy sposéb:

{ 2=y 0= (21721);
for £ :=2to sdo
{ for j:=1tok—1do ¢ = (2;,y)/d;:
2k &= Y — 25;11 Zj * Cj,k; (5k = (Zk, Zk)
}
}

Algorytm ten produkuje “po drodze” wspétczynniki ¢y, dla 2 < k < s,
1 <j <k—1. Jedli dodatkowo zdefiniujemy ¢, = 1 dla 1 < k < s, oraz
cir=0dlal<k<s—1 k+1<j<s, todostaniemy

k

Y = E Cng*Zj,

=1

czyli
Yy = Zyp*Ck,  gdzie Cj = (ciy)f;_y,
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albo, po normalizacji bazy z1,..., 2,
Yk = Zk * C’k,
gdzie Zy = Zx D', Cy = Dy, = Cy, Dy = diag(617%,...,6."%).
Zauwazmy, ze macierze C} i C sa tréjkatne gérne.

11.3.3 Rozklad ortogonalno-tréjkatny macierzy

Waznym przypadkiem szczegélnym jest Xjx = K‘"K, K C C, ze “zwyklym”
iloczynem skalarnym (7, %) = ™ * Z. Niech

A=[a,..., a4, € K™,

gdzie
rank(A) =n < m,

tzn. kolumny macierzy sa liniowo niezalezne. Wtedy, przeprowadzajac orto-
normalizacje (czyli ortogonalizacje, a nastepnie normalizacje) kolumn macie-
rzy A otrzymujemy macierz @@ € K™", Q = [qi,. .., ¢, ktérej kolumny §;
tworza uktad ortonormalny,

QH * Q = Inu
oraz macierz tréjkatna gornag R € TRIU™" takie, ze
A= (Q=x*R.

Jest to rozktad ortogonalno-trojkatny macierzy.



