Rozdzial 10

Formy dwuliniowe i
kwadratowe

10.1 Formy dwuliniowe

10.1.1 Definicja i przyklady

Niech Ajx bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, dim(X|k) = n.

Definicja 10.1 Przeksztatcenie ¢ : X x X — K nazywamy forma dwuli-
niowa na przestrzeni Xk jesli

(i) Va,y1,y2 € X, Yoy, a0 € K
(@, y1 % a1 + Yo * az) = @(x,y1) * a1 + (T, y2) * an

(liniowosé ze wzgledu na druga zmienng),

(ii) Yo,y € X p(z,y) = ply,2) (forma zwykla)
albo
Ve,y e X p(x,y) = ¢(y,x) (forma hermitowska).

Oczywiscie, o formach hermitowskich mozemy mowi¢ tylko wtedy gdy
K C C. Dalej, dla uproszczenia, bedziemy rozpatrywaé jedynie formy her-
mitowskie.
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Zauwazmy, ze Vxi,To,y € X, V01, P2 € K,

(1% Br+ 2% Bo,y) = @y, 1 %P1 + T % Bo)
= @(ya xl) *?1 + 90(% xQ) * ?2
= @(x1,y) * 81 + ©(x2, ) * By

Dos$¢ oczywistym jest fakt, ze zbiér wszystkich form dwuliniowych na Xk
jest przestrzenia liniowa nad R (ale nie nad C!) z naturalnymi dziataniami:

(axp)(r,y) = axp(r,y),
(1 +@2)(w,y) = @1z, y) + pa(z,y).

Przykladami form dwuliniowych na Xjx = K (K € C) sa:

o(7,y) = Z@'*yi*pi, gdzie p; € R, 1 <1 < n,
i=1
o(Z,y) = 7 % A« Yy, gdzie Ae K" A= AH,

a na 77&{:

o) = > pI(t)-q"(t) pi,  peER 1<i<n,
=1

1_
Ppa) = [ 000 p0d o RR
0
10.1.2 Macierz formy dwuliniowe]

Dalej wygodnie nam bedzie rozszerzy¢ dzialanie danej formy dwuliniowej
0: XxX — Knap: X" x XY — K w nastepujacy sposéb. Niech
A=lzy,...;z) iB=[y1,...,u]. Wtedy

(A, B) = (@(xiayj))i,j €K

W szczegdlnoscei, macierz p(A, A) = (p(x;, x;));; jest kwadratowa i hermi-
towska, (A, A) € Herm™". Mamy tez

Vo Va e R (axp)(A,B) = axe(AB),
Vo, (¢+¢>(A7IB> - QO(A,]B) +¢(A7B)
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Pozyteczne beda tez nastepujace wzory rachunkowe:

-

Vb eK'  p(ABxb) = o(AB)x*b,
ViceK*  oAxa,B) = a’xe(AB).
Rzeczywiscie,

t

PO B D) = (A y8) = D lh,y) B = p(AB) L,

j=1 j=1
gdzie b= [B1,...,3]F, oraz

p(Axd@B) = (p(B,Ax@)" = @+ (p(B,A))" = @ p(A,B).
Uogélniajac te wzory mamy

VBe K"  o(ABxB) = (A B)x*B,
VA K™  oAxAB) = A7 xp(A B).

Mamy bowiem

©o(A,BxB) = @A, [Bx* 51,...,183 * I;r])
[@(Aa]B * 51)7 ey SO(AvB * g?“)]
[o(A,B) % by, ..., 0(A B)*b,]
©(A,B) * B,

gdzie B = [51, . ,l;r], oraz
p(AxAB) = (p(B,AxA)" = (p(B,A)xA)"
AT 5 (p(B, A)" = AY 5 o(A,B).

Definicja 10.2 Niech A = [xy,...,x,]| bedzie baza X, a p : X x X — K
forma dwuliniowq na X. Macierz hermitowska

Cu = 0(AA) = (p(wi 25)); 5

nazywamy macierza formy ¢ w bazie A.
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Zmaczenie macierzy formy wynika z nastepujacej réwnosci. Niech x =

A*c—iiy:A*g. Wtedy

ox,y) = pAxd Ax
= d’H*(I)A*g:(A_ :

Przy ustalonej bazie A, kazdej formie hermitowskiej p : X x X — K
mozna przyporzadkowaé jej macierz 5 = p(A, A), ktéra jest hermitowska.
Ale tez odwrotnie, kazda macierz hermitowska ® definiuje forme hermitowska
zgodnie ze wzorem o(x,y) = (A™' - 2)H « & x (A~ - y). Mamy przy tym,
ze jesli v = o+ to 'y = Oy + Uy oraz jesli v = ax ¢, a € R, to
'y = ax dy. Stad przestrzen wszystkich form hermitowskich nad R jest
izomorficzna z przestrzenia macierzy hermitowskich nad R. W przypadku
K = C jej wymiar wynosi n?.

10.2 Twierdzenie Sylwester’a

Definicja 10.3 Powiemy, Ze macierz A € K™" przystaje do macierzy B €
K™™ gdy istnieje macierz nieosobliwa C € K™" taka, Ze

B=CHxAxC.

Niech A i B beda dwiema bazami Xjk. Niech C' = A™1.B € K™ bedzie
macierza zmiany bazy z A na B tak, ze

B=AxC.

Jesli @, jest macierza danej formy ¢ : X x X — K w bazie A to macierz ¢
w bazie B mozna wyrazi¢ wzorem

= CHyxp(AA)xC = CT 5y xC.

Stad, w klasie macierzy hermitowskich Herm™" macierz A przystaje do B
gdy obie sa macierzami tej samej formy (ale by¢ moze w réznych bazach).

Relacja przystawania macierzy jest zwrotna (bo A = Il x A x I), syme-
tryczna (bo jesli B = CHxAxC to A = (C~1)7xB*(C~1) oraz przechodnia (bo
Jeéll A2 = C{{*Al *Cl i A3 = C‘QH*AQ*CQ to Ag = (01*02>H*A1*(Cl*02))
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Jest to wiec relacja réwnowaznosci. A jesli tak, to zbidr wszystkich macierzy
hermitowskich mozna przedstawi¢ jako roztaczna sume macierzy do siebie
wzajemnie przystajacych (klas abstrakcji relacji przystawania, albo jeszcze
inaczej, macierzy tej samej formy, ale w réznych bazach).

Ile jest klas abstrakcji relacji przystawania w klasie macierzy hermitow-
skich? Odpowiedz daje natepujace twierdzenie, ktore podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 10.1 (SYLWESTER'A)
Dla dowolnej macierzy hermitowskiej A = A" € K™ istnieje macierz nie-
osobliwa C' € K™" taka, ze

C" % Ax C = diag(I,, —1,,0¢),
gdzie wymiary T, v,§ (T + v+ & =n) sa wyznaczone jednoznacznie.

Stad klas abstrakcji relacji przystawania jest tyle ile macierzy diagonal-
nych z elementami na diagonali kolejno 1, —1,0, czyli

i“f“): (n+1)(n+2)

2
k=0

Z twierdzenia Sylwester’a wynika rowniez nastepujacy wazny wniosek.

Whniosek 10.1 Dla dowolnej formy dwuliniowej ¢ : X x X — K istnieje
baza A w X, w ktorej forma ma postac

™ T+
p(r,y) = @by — Y by,
k=1 k=m+1

gdziex:A*&',y:A*g.

10.3 Formy kwadratowe

10.3.1 Okreslonos¢ formy kwadratowej

Kazdej formie dwuliniowej ¢ : X x X — K odpowiada forma kwadratowa
h: X — R zdefiniowana wzorem

h(z) = ¢(z, ) reX.
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Jesli dla wszystkich x # 0 mamy h(x) = p(z,z) > 0 to forme kwadratowa h
(i odpowiednio forme dwuliniowa @) nazywamy dodatnio okreslong i piszemy
h > 0 (odpowiednio ¢ > 0). Podobnie, forma h jest okreslona

e ujemnie, gdy h(z) <0Vzr#0 (h<0),
e nicdodatnio, gdy h(z) <0Vx (h <0),
e nieujemnie, gdy h(z) > 0Vx (h >0).

We wszystkich pozostalych przypadkach forma jest nieokreslona.
7 réwnosci
h(z)=a’«®dy+xd  (z=Axad)

wynika, ze okreslonos¢ formy jest taka sama jak okreslonos¢ jej macierzy (w
dowolnej bazie!). W szczegdlnosci, stosujac notacje z twierdzenia Sylwester’a
mamy:

h>0<=m=n, h>0<«<=v=0,

h<0<+<=v=n, h<0<+=7m=0.

10.3.2 Kryterium Sylwester’a

Twierdzenie 10.2 Niech A = A" = (a;;)7,_; € Herm™" oraz AW =
(az‘,j)f,j:p 1 < k <n, beda odpowiednimi macierzami kqotowymsi. Wtedy

(i) A jest dodatnio okreslona <= det(A®) >0 dla 1 <k <n,
(ii) A jest ujemnie okreslona <= (—1)* - det(A®) >0 dla 1 < k < n.

Dowéd. Przypomnijmy (twierdzenie 7.5), ze dla macierzy o nieosobliwych
macierzach katowych (a takimi sa macierze dodatnio/ujemnie okreslone)
mozna przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa bez przestawien wierszy/kolumn.
Dlatego A mozna przedstawi¢ jako

A=LxR=LxD=xL",

gdzie L € TRIL™", l;; = 1 Vi, D = diag(r11,...,rn,). Podstawiajac ¢ :=
LY x #, mamy

% Axd = 9+« Lx D+ L7 «7 = (L « D) x Dx (L7 x 7)
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Stad A > 0 wtedy i tylko wtedy gdy r;; > 0 Vi, oraz A < 0 wtedy i tylko
wtedy gdy r;; < 0 Vi.
Dowdd uzupehia spostrzezenie, ze

AR = LBy RE) — () 5 D)y (L)) H

oraz

k
det(A®) = |det(LW)|* - det(DW) = [ [ ri.-
=1
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