Rozdziat 1

Grupy i ciala, liczby zespolone

Dla ustalenia uwagi, bedziemy uzywacé nastepujacych oznaczen:
N ={1,2,3,...} - liczby naturalne,
Z=1{0,+£1,42,...} - liczby calkowite,
W = { “:meZdne N} - liczby wymierne,
R = W - liczby rzeczywiste,
C={(a,b): a,b e R} - liczby zespolone.

Dwuargumentowym dziataniem wewnetrznym ‘o’ w zbiorze X nazywamy
dowolna funkcje z iloczynu kartezjanskiego X x X w X. Wynik takiego
dziatania na parze (x,y) bedziemy oznaczaé przez x o y.

1.1 Podstawowe struktury algebraiczne

Zaczniemy od przedstawienia abstrakcyjnych definicji grupy i ciata.

1.1.1 Grupa

Definicja 1.1 Zbior (niepusty) G wraz z wewnetrznym dziataniem dwuargu-
mentowym ‘o' jest grupa jesli spetnione sa nastepujace warunki (aksjomaty
grupy):
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(i) Ya,b,c € G (aob)oc=ao(boc)

(tacznosé dzialania)

(ii)) 3e€ GVa e G aoce=a=c¢coa
(istnienie elementu neutralnego)

(iti)) YVa € G 3a' € G aod =e=d oa
(istnienie elementow przeciwnych/odwrotnych)

Jesli ponadto
(iv) Ya,be G aob=boa

to grupe nazywamy przemienng (lub abelowa ).

Grupe bedziemy oznaczaé przez {G, o}.

Zauwazmy, ze juz z aksjomatéw grupy wynika, iz element neutralny jest
wyznaczony jednoznacznie. Rzeczywiscie, zalézmy, ze istnieja dwa elementy
neutralne, e; i e5. Wtedy, z warunku (ii) wynika, ze e; = e o ey = es.
Podobnie, istnieje tylko jeden element odwrotny dla kazdego a € G. Jesli
bowiem istnialyby dwa odwrotne, a} i a}, to mielibysmy

ay=eoa) = (ayoa)oa) =ayo(aocda))=ad,oe=a,
przy czym skorzystaliSmy kolejno z whasnosci (ii), (iii), (i) i ponownie (iii) i
(ii).

Latwo tez pokazaé, ze w grupie {G, o} réwnania
aox =10 oraz yoc=d

dla a,b,c,d € G maja jednoznaczne rozwiazania. W uzasadnieniu, ograni-
czymy sie tylko do pierwszego rownania. Latwo sprawdzi¢, ze x = a’ o b jest
rozwiazaniem. 7 drugiej strony, jesli x jest rozwiazaniem to a’o(aox) = a’ob,
czyliz =a' ob.

Przykladami grup sa:

e {Z,+}, gdzie elementem neutralnym jest e = 0, a elementem przeciw-
nym do a’ do a jest —a.

o {W\ {0}, %}, gdzie e =1 ad =a? jest odwrotnoscia a.
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e Grupa obrotéw plaszczyzny wokdét poczatku uktadu wspéhrzednych,
gdzie elementem neutralnym jest obrét o kat zerowy, a elementem od-
wrotnym do obrotu o kat « jest obrét o kat —a.

Zwréémy uwage na istotno$é wyjecia zera w drugim przyktadzie. Poniewaz
0 nie ma elementu odwrotnego, { W, x} nie jest grupa. Nie sa tez grupami
np. {N,*} (nie ma elementéw odwrotnych) oraz {R,—} (nie ma tacznosci
oraz elementu neutralnego).

1.1.2 Cialo

Definicja 1.2 Cialem (a $cislej, cialem przemiennym) nazywamy (co naj-
mniej dwuelementowy) zbior K z dwoma dwuargumentowymi dziataniamsi we-
wnetrznymi, dodawaniem “+’ i mnozeniem “’°, spelniajace nastepujace wa-
runki (aksjomaty ciata):

(1) {K,+} jest grupa przemienna (w ktdrej element neutralny oznaczamy
przez 0, a element przeciwny do a przez —a),

(i) {K\ {0}, *} jest grupa przemienna (w ktérej element neutralny ozna-
czamy przez 1, a odwrotny do a przez a™t),

(i11) Ya,b,c e K ax(b+c¢)=a*xb+ax*c
(mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania).

Bezposrednio z definicji ciata mozna pokazaé nastepujace ogdlne wlasnosci
(uzasadnienie pozostawiamy jako proste ¢wiczenie):

1. 0#£1,

2.Vae K 0xa=0=ax0,

3. Vae K (—1)*a= —a,

4. jesliaxb=0toa=01ub b=0,

5. jeslia#0ib#0to (axb)™t =b"txal,

IPrzyjmujemy konwencje, ze w wyrazeniach w ktérych wystepuja i dodawania i
mnozenia najpierw wykonujemy mnozenia.
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dla dowolnych a,b € K.
W ciele mozemy formalnie zdefiniowa¢ odejmowanie i dzielenie, mianowi-
cie

a—b = a+(-b) Va,b e K,
a/b = axb! Va e K,be K\ {0}.

Przykladem ciala sa liczby rzeczywiste R z naturalnymi dzialaniami do-
dawania i mnozenia. Ciatem jest tez zbiér liczb

{a+b/2: a,be W}CR

z tymi samymi dzialaniami.

1.2 Cialo liczb zespolonych

Waznym przyktadem ciata jest cialo liczb zespolonych, ktéremu poswiecimy
ta czes¢ wyktadu.

1.2.1 Definicja

Definicja 1.3 Cialo liczb zespolonych to zbior par uporzadkowanych
C=RxR={(a,b): a,beR}
z dziataniami dodawania © mnozenia zdefiniowanymi jako:

(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d),
(a,b) x (c,d) = (axc—bxd,axd+bxc),

dla dowolnych a,b,c,d € R. ?

Formalne sprawdzenie, ze C ze zdefiniowanymi dzialaniami jest cialem
pozostawiamy czytelnikowi. Tu zauwazymy tylko, ze elementem neutralnym

2Zauwazmy, ze znaki dodawania i mnozenia wystepuja tu w dwéch znaczeniach, jako
dzialania na liczbach rzeczywistych oraz jako dzialania na liczbach zespolonych. Z kon-
tekstu zawsze wiadomo w jakim znaczeniu te dzialania sa uzyte.
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dodawania jest (0,0), a mnozenia (1,0). Elementem przeciwnym do (a,b)
jest —(a,b) = (—a, —b), a odwrotnym do (a, b) # (0,0) jest

1 a —b

Zdefiniujemy mnozenie liczby zespolonej przez rzeczywista w nastepujacy
(naturalny) sposéb. Niech z = (a,b) € Cic € R. Wtedy

cx* (a,b) = (a,b) xc = (c*xa,cx*b).
Przyjmujac ta konwencje, mamy
(a,b) =ax*(1,0)+b=*(0,1).

W koricu, utozsamiajac liczbe zespolona (a,0) z liczba rzeczywista a, oraz
wprowadzajac dodatkowo oznaczenie

1:=(0,1)
otrzymujemy
(a,b) =a+1xb. (1.1)

a = Rz nazywa sie czesciq rzeczywista, a b = Iz czedciq urojong liczby ze-
spolonej. Sama liczbe zespolona ¢ nazywamy jednostka urojonq. Zauwazmy,
7€

2 _ _

1*=(—1,0) = —1.

1.2.2 Postaé¢ trygonometryczna

Posta¢ (1.1) jest najbardziej rozpowszechniona. Czesto wygodnie jest uzy¢
rowniez postaci trygonometrycznej, ktéra jest konsekwencja interpretacji
liczby zespolonej (a,b) jako punktu na plaszczyznie (tzw. plaszczyinie ze-
spolonej) o wspétrzednych a i b. Dokladniej, przyjmujac

lz| == Va? + b?

oraz kat ¢ tak, ze

singb:i Cosgb:i
z

kN
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otrzymujemy
z = |z|(cos ¢ + 1sin @). (1.2)

Jest to wlasnie postaé trygonometryczna. Liczbe rzeczywista |z| nazywamy
modutem liczby zespolonej z, a ¢ jej argumentem, ¢ = argz.

Jedli z # 0 i zalozymy, ze ¢ € [0,27) to posta¢ trygonometryczna jest
wyznaczona jednoznacznie. Piszemy wtedy ¢ = Argz.

1.2.3 Wzor de Moivre’a

Niech z = |z|(cos ¢ + 1sin @), w = |w|(cos ) + 1sin1)) beda dwoma liczbami
zespolonymi. Wtedy
wxz = |wl||z] ((cospcos) —sin ¢sini)) + 1(sin ¢ cos ) + sin ) cos ¢))
= |wllz] (cos(¢ + ) +esin(¢ + 1)),
a stad
lw * z| = |w||z| oraz arg(w * z) = argw + argz.

Wiasnie w tych réwnosciach przejawia sie wygoda postaci trygonometryczne;j.
W szczegdlnosci mamy bowiem 22 = |z]?(cos 2¢ + 1sin 2¢) i postepujac dalej
indukcyjnie otrzymujemy wzor de Moivre’a. Mianowicie, dla dowolnej liczby
zespolonej z w postaci trygonometrycznej (1.2) mamy

2" = |z|"(cos(ng) + 1sin(ng)), n=0,1,2,... (1.3)

Latwo zauwazy¢, ze wzér (1.3) jest prawdziwy réwniez dlan = —1, a stad
dla wszystkich calkowitych n. Przyjmujac za z'/" szczegélne rozwiazanie
réwnania w"™ = z, mianowicie

27 = |2 (cos(¢/n) + vsin(o/n)),

gdzie ¢ = Argz, uogdlniamy (1.3) dla wszystkich wyktadnikéw wymiernych.
Stosujac dalej argument z przejsciem granicznym (kazda liczba rzeczywi-
sta jest granica ciagu liczb wymiernych) otrzymujemy w koncu nastepujacy
uogolniony wzor de Moivre’a:

Vae R 2% =|z|"(cos(ag) + 1sin(ag)) .
Prostym wnioskiem z ostatniego wzoru jest rownanie

z = |z] * w®,
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gdzie w = cos1 +1sinl = 0,540302... 4+ 12 % 0,84147... € C. Jest to
uogdélnienie na przypadek liczb zespolonych wzoru x = |z| % sgn(z) znanego
z przypadku liczb rzeczywistych.

1.2.4 Pierwiastki z jedynki
Rozpatrzmy rozwiazania réwnania
2" =1

dla dowolnej naturalej n. W dziedzinie rzeczywiste] pierwiastkiem jest 1
jesli n jest nieparzyste, albo 1 i (—1) jesli n jest parzyste. W dziedzi-
nie zespolonej mamy zawsze n pierwiastkow. Rzeczywiscie, poniewaz 1 =
cos(2km) + usin(2k7), ze wzoru de Moivre’a dostajemy, ze wszyskie pier-
wiastki wyrazaja sie wzorami

2k 2k
zk::cos(—w>+zsin<—ﬂ), k=0,1,2,...,n—1.

n n

Zauwazmy, ze z; leza na okregu jednostkowym plaszczyzny zespolonej. Zbior
G={z: k=0,1,...,n — 1} ze zwyklym mnozeniem liczb zespolonych
tworzy grupe z elementem neutralnym zo = 1.

1.2.5 Sprzezenie

Liczbe sprzezong do z = a + 1b definiujemy jako
Z:=a—1b.

Zauwazmy, ze Z = z oraz z * Z = |z|?. Mamy tez

Z+7z z2—Z

=Rz i
2 =Ty

I jeszcze jedna wazna wlasnosé sprzezenia. Jesli o € {+, —, %, /} to

= Gz.

WSZ=wWoZ.

Stosujac indukcje, mozna ten wzor uogdlni¢ w nastepujacy sposéb. Jesli
f(ug,ug, ..., us) jest wyrazeniem arytmetycznym, gdzie u; sa stalymi lub
zmiennymi zespolonymi, to

flug,ug, ..., us) = f(uy, g, ..., Us).
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1.3 Wielomiany

Definicja 1.4 Wielomianem p nad ciatem K nazywamy funkcje zmiennej z
o wartodciach w ciele K dang wzorem

p(2) = Zajzj =ap+az+-+ a2,
=0

gdzie a; € K, 0 < j <n, a, #0, sqg wspélczynnikami wielomianu. Liczbe n
nazywamy stopniem wielomianu © oznaczamy

n = degp.

(Przyjmugemy przy tym, ze deg0 = —c0.)

1.3.1 Algorytm Hornera
Kazdy wielomian p(z) = >_;_, ax2z" stopnia n > 1 o wspdlczynnikach zespo-

lonych mozna podzieli¢ przez dwumian z — £ otrzymujac

p(2) = q(2)(z = &) +n,

gdzie degq =n — 1, an € C. Dodatkowo, jesli p ma wspotczynniki rzeczy-
wiste i £ € R, to ¢ ma réwniez wspotczynniki rzeczywiste i n € R.

lloraz q oraz reszte n z dzielenia mozna otrzymac stosujac algorytm Hor-
nera:

{ by = ay;
for k:=n —1downto 0 do by := ap + & * bgi1;

}

Wtedy q(z) = ZZ:1 byz"~! oraz reszta 1N = by.

1.3.2 Zasadnicze twierdzenie algebry

Dla wielomianéw zespolonych prawdziwe jest nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 1.1  (ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY)
Kazdy wielomian zespolony p stopnia co najmniej pierwszego ma pierwiastek
zespolony, tzn. réwnanie p(z) = 0 ma rozwigzanie.
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Twierdzenie 1.1 méwi, ze liczby zespolone C sa ciatlem algebraicznie do-
mknietym. (Przypomnijmy, ze liczby rzeczywiste R nie sa algebraicznie do-
mkniete, bo np. réwnanie z* + 1 = ( nie ma rozwiazaii w R.)

Konsekwencja, algebraicznej domknietosci C jest faktoryzacja (rozklad)
wielomianu zespolonego na czynniki pierwszego stopnia. Dokladniej, sto-
sujac n-krotnie zasadnicze twierdzenie algebry oraz fakt, ze jesli £ jest pier-

wiastkiem wielomianu p to reszta z dzielenia p przez (- — &) jest zerowa,
otrzymujemy rozktad
p(2) = an(z — 21)(2 = z2) -+ (2 = 2n), (1.4)

gdzie z;, 1 < j < n, sa pierwiastkami p. Zakladajac, ze tylko m pierwiastkéw
jest parami réznych (1 < m < n), mozemy réwnowaznie napisac, ze

p(2) = an(z = w1)™ (2 = ug)™ - -+ (2 — um)™,

gdzie w; # u; o ile i # j, oraz Z;“:l s; = n. Przy tym zapisie, s; nazywamy
krotnosciq pierwiastka u,;.
Zatozmy teraz, ze wspolczynniki wielomianu p sa rzeczywiste, a; € R,

0<j<n. Zalézmy tez, ze p(€) =0i & ¢ R. Wtedy € # € i
p€) = a;& =) af =Y a=0=0,
j=0 j=0 j=0
tzn. jesli € jest pierwiastkiem to takze liczba sprzezona € jest pierwiastkiem:;

obie wystepuja w rozwinieciu (1.4). Ale

(z=8(z—8 =22 -2+ + £ =2"— 22+ |¢)

jest tréjmianem kwadratowym o wspotczynnikach rzeczywistych. Stad wnio-
sek, ze wielomian rzeczywisty daje sie roztozy¢ na iloczyn czynnikéw stopnia
co najwyzej drugiego.
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