
Rozdzia l 1

Grupy i cia la, liczby zespolone

Dla ustalenia uwagi, be֒dziemy używać naste֒puja֒cych oznaczeń:

N = { 1, 2, 3, . . .} - liczby naturalne,

Z = { 0,±1,±2, . . .} - liczby ca lkowite,

W =
{

m
n

: m ∈ Z, n ∈ N
}

- liczby wymierne,

R = W - liczby rzeczywiste,

C = { (a, b) : a, b ∈ R } - liczby zespolone.

Dwuargumentowym dzia laniem wewne֒trznym ‘◦’ w zbiorze X nazywamy
dowolna֒ funkcje֒ z iloczynu kartezjańskiego X × X w X. Wynik takiego
dzia lania na parze (x, y) be֒dziemy oznaczać przez x ◦ y.

1.1 Podstawowe struktury algebraiczne

Zaczniemy od przedstawienia abstrakcyjnych definicji grupy i cia la.

1.1.1 Grupa

Definicja 1.1 Zbiór (niepusty) G wraz z wewne֒trznym dzia laniem dwuargu-
mentowym ‘◦′ jest grupa֒ jeśli spe lnione sa֒ naste֒puja֒ce warunki (aksjomaty
grupy):
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(i) ∀a, b, c ∈ G (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c)
( la֒czność dzia lania)

(ii) ∃e ∈ G ∀a ∈ G a ◦ e = a = e ◦ a
(istnienie elementu neutralnego)

(iii) ∀a ∈ G ∃a′ ∈ G a ◦ a′ = e = a′ ◦ a
(istnienie elementów przeciwnych/odwrotnych)

Jeśli ponadto

(iv) ∀a, b ∈ G a ◦ b = b ◦ a

to grupe֒ nazywamy przemienna֒ (lub abelowa֒).

Grupe֒ be֒dziemy oznaczać przez {G, ◦}.
Zauważmy, że już z aksjomatów grupy wynika, iż element neutralny jest

wyznaczony jednoznacznie. Rzeczywíscie, za lóżmy, że istnieja֒ dwa elementy
neutralne, e1 i e2. Wtedy, z warunku (ii) wynika, że e1 = e1 ◦ e2 = e2.
Podobnie, istnieje tylko jeden element odwrotny dla każdego a ∈ G. Jeśli
bowiem istnia lyby dwa odwrotne, a′1 i a′2, to mielibyśmy

a′1 = e ◦ a′1 = (a′2 ◦ a) ◦ a′1 = a′2 ◦ (a ◦ a′1) = a′2 ◦ e = a′2,

przy czym skorzystalísmy kolejno z w lasności (ii), (iii), (i) i ponownie (iii) i
(ii).

 Latwo też pokazać, że w grupie {G, ◦} równania

a ◦ x = b oraz y ◦ c = d

dla a, b, c, d ∈ G maja֒ jednoznaczne rozwia֒zania. W uzasadnieniu, ograni-
czymy sie֒ tylko do pierwszego równania.  Latwo sprawdzić, że x = a′ ◦ b jest
rozwia֒zaniem. Z drugiej strony, jeśli x jest rozwia֒zaniem to a′◦(a◦x) = a′◦b,
czyli x = a′ ◦ b.

Przyk ladami grup sa֒:

• {Z,+}, gdzie elementem neutralnym jest e = 0, a elementem przeciw-
nym do a′ do a jest −a.

• {W \ {0}, ∗}, gdzie e = 1 a a′ = a−1 jest odwrotnościa֒ a.
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• Grupa obrotów p laszczyzny wokó l pocza֒tku uk ladu wspó lrze֒dnych,
gdzie elementem neutralnym jest obrót o ka֒t zerowy, a elementem od-
wrotnym do obrotu o ka֒t α jest obrót o ka֒t −α.

Zwróćmy uwage֒ na istotność wyje֒cia zera w drugim przyk ladzie. Ponieważ
0 nie ma elementu odwrotnego, {W, ∗} nie jest grupa֒. Nie sa֒ też grupami
np. {N, ∗} (nie ma elementów odwrotnych) oraz {R,−} (nie ma  la֒czności
oraz elementu neutralnego).

1.1.2 Cia lo

Definicja 1.2 Cia lem (a ścíslej, cia lem przemiennym) nazywamy (co naj-
mniej dwuelementowy) zbiór K z dwoma dwuargumentowymi dzia laniami we-
wne֒trznymi, dodawaniem ‘+’ i mnożeniem ‘∗’, spe lniaja֒ce naste֒puja֒ce wa-
runki (aksjomaty cia la):

(i) {K,+} jest grupa֒ przemienna֒ (w której element neutralny oznaczamy
przez 0, a element przeciwny do a przez −a),

(ii) {K \ {0}, ∗} jest grupa֒ przemienna֒ (w której element neutralny ozna-
czamy przez 1, a odwrotny do a przez a−1),

(iii) ∀a, b, c ∈ K a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c
(mnożenie jest rozdzielne wzgle֒dem dodawania). 1

Bezpośrednio z definicji cia la można pokazać naste֒puja֒ce ogólne w lasności
(uzasadnienie pozostawiamy jako proste ćwiczenie):

1. 0 6= 1,

2. ∀a ∈ K 0 ∗ a = 0 = a ∗ 0,

3. ∀a ∈ K (−1) ∗ a = −a,

4. jeśli a ∗ b = 0 to a = 0 lub b = 0,

5. jeśli a 6= 0 i b 6= 0 to (a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1,

1Przyjmujemy konwencje֒, że w wyrażeniach w których wyste֒puja֒ i dodawania i

mnożenia najpierw wykonujemy mnożenia.
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dla dowolnych a, b ∈ K.
W ciele możemy formalnie zdefiniować odejmowanie i dzielenie, mianowi-

cie

a− b := a+ (−b) ∀a, b ∈ K,

a/b := a ∗ b−1 ∀a ∈ K, b ∈ K \ {0}.

Przyk ladem cia la sa֒ liczby rzeczywiste R z naturalnymi dzia laniami do-
dawania i mnożenia. Cia lem jest też zbiór liczb

{ a+ b
√

2 : a, b ∈ W } ⊂ R

z tymi samymi dzia laniami.

1.2 Cia lo liczb zespolonych

Ważnym przyk ladem cia la jest cia lo liczb zespolonych, któremu poświe֒cimy
ta֒ cze֒ść wyk ladu.

1.2.1 Definicja

Definicja 1.3 Cia lo liczb zespolonych to zbiór par uporza֒dkowanych

C := R × R = { (a, b) : a, b ∈ R }

z dzia laniami dodawania i mnożenia zdefiniowanymi jako:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) ∗ (c, d) = (a ∗ c− b ∗ d, a ∗ d+ b ∗ c),

dla dowolnych a, b, c, d ∈ R. 2

Formalne sprawdzenie, że C ze zdefiniowanymi dzia laniami jest cia lem
pozostawiamy czytelnikowi. Tu zauważymy tylko, że elementem neutralnym

2Zauważmy, że znaki dodawania i mnożenia wyste֒puja֒ tu w dwóch znaczeniach, jako

dzia lania na liczbach rzeczywistych oraz jako dzia lania na liczbach zespolonych. Z kon-

tekstu zawsze wiadomo w jakim znaczeniu te dzia lania sa֒ użyte.
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dodawania jest (0, 0), a mnożenia (1, 0). Elementem przeciwnym do (a, b)
jest −(a, b) = (−a,−b), a odwrotnym do (a, b) 6= (0, 0) jest

(a, b)−1 =

(

a

a2 + b2
,

−b
a2 + b2

)

.

Zdefiniujemy mnożenie liczby zespolonej przez rzeczywista֒ w naste֒puja֒cy
(naturalny) sposób. Niech z = (a, b) ∈ C i c ∈ R. Wtedy

c ∗ (a, b) = (a, b) ∗ c = (c ∗ a, c ∗ b).

Przyjmuja֒c ta֒ konwencje֒, mamy

(a, b) = a ∗ (1, 0) + b ∗ (0, 1).

W końcu, utożsamiaja֒c liczbe֒ zespolona֒ (a, 0) z liczba֒ rzeczywista֒ a, oraz
wprowadzaja֒c dodatkowo oznaczenie

ı := (0, 1)

otrzymujemy

(a, b) = a + ı ∗ b. (1.1)

a = ℜz nazywa sie֒ cze֒ścia֒ rzeczywista֒, a b = ℑz cze֒ścia֒ urojona֒ liczby ze-
spolonej. Sama֒ liczbe֒ zespolona֒ ı nazywamy jednostka֒ urojona֒. Zauważmy,
że

ı2 = (−1, 0) = −1.

1.2.2 Postać trygonometryczna

Postać (1.1) jest najbardziej rozpowszechniona. Cze֒sto wygodnie jest użyć
również postaci trygonometrycznej, która jest konsekwencja֒ interpretacji
liczby zespolonej (a, b) jako punktu na p laszczyźnie (tzw. p laszczyźnie ze-
spolonej) o wspó lrze֒dnych a i b. Dok ladniej, przyjmuja֒c

|z| :=
√
a2 + b2

oraz ka֒t φ tak, że

sin φ =
b

|z| , cos φ =
a

|z| ,
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otrzymujemy
z = |z|(cosφ+ ı sinφ). (1.2)

Jest to w laśnie postać trygonometryczna. Liczbe֒ rzeczywista֒ |z| nazywamy
modu lem liczby zespolonej z, a φ jej argumentem, φ = argz.

Jeśli z 6= 0 i za lożymy, że φ ∈ [0, 2π) to postać trygonometryczna jest
wyznaczona jednoznacznie. Piszemy wtedy φ = Argz.

1.2.3 Wzór de Moivre’a

Niech z = |z|(cosφ + ı sinφ), w = |w|(cosψ + ı sinψ) be֒da֒ dwoma liczbami
zespolonymi. Wtedy

w ∗ z = |w||z| ((cosφ cosψ − sin φ sinψ) + ı(sinφ cosψ + sinψ cosφ))

= |w||z| (cos(φ+ ψ) + ı sin(φ+ ψ)) ,

a sta֒d
|w ∗ z| = |w||z| oraz arg(w ∗ z) = argw + argz.

W laśnie w tych równościach przejawia sie֒ wygoda postaci trygonometrycznej.
W szczególności mamy bowiem z2 = |z|2(cos 2φ+ ı sin 2φ) i poste֒puja֒c dalej
indukcyjnie otrzymujemy wzór de Moivre’a. Mianowicie, dla dowolnej liczby
zespolonej z w postaci trygonometrycznej (1.2) mamy

zn = |z|n(cos(nφ) + ı sin(nφ)), n = 0, 1, 2, . . . (1.3)

 Latwo zauważyć, że wzór (1.3) jest prawdziwy również dla n = −1, a sta֒d
dla wszystkich ca lkowitych n. Przyjmuja֒c za z1/n szczególne rozwia֒zanie
równania wn = z, mianowicie

z1/n = |z|1/n (cos(φ/n) + ı sin(φ/n)) ,

gdzie φ = Argz, uogólniamy (1.3) dla wszystkich wyk ladników wymiernych.
Stosuja֒c dalej argument z przej́sciem granicznym (każda liczba rzeczywi-
sta jest granica֒ cia֒gu liczb wymiernych) otrzymujemy w końcu naste֒puja֒cy
uogólniony wzór de Moivre’a:

∀a ∈ R za = |z|a (cos(aφ) + ı sin(aφ)) .

Prostym wnioskiem z ostatniego wzoru jest równanie

z = |z| ∗ ωφ,
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gdzie ω = cos 1 + ı sin 1 = 0, 540302 . . . + ı ∗ 0, 84147 . . . ∈ C. Jest to
uogólnienie na przypadek liczb zespolonych wzoru x = |x| ∗ sgn(x) znanego
z przypadku liczb rzeczywistych.

1.2.4 Pierwiastki z jedynki

Rozpatrzmy rozwia֒zania równania

zn = 1

dla dowolnej naturalej n. W dziedzinie rzeczywistej pierwiastkiem jest 1
jeśli n jest nieparzyste, albo 1 i (−1) jeśli n jest parzyste. W dziedzi-
nie zespolonej mamy zawsze n pierwiastków. Rzeczywíscie, ponieważ 1 =
cos(2kπ) + ı sin(2kπ), ze wzoru de Moivre’a dostajemy, że wszyskie pier-
wiastki wyrażaja֒ sie֒ wzorami

zk := cos

(

2kπ

n

)

+ ı sin

(

2kπ

n

)

, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Zauważmy, że zj leża֒ na okre֒gu jednostkowym p laszczyzny zespolonej. Zbiór
G = {zk : k = 0, 1, . . . , n − 1} ze zwyk lym mnożeniem liczb zespolonych
tworzy grupe֒ z elementem neutralnym z0 = 1.

1.2.5 Sprze֒żenie

Liczbe֒ sprze֒żona֒ do z = a+ ıb definiujemy jako

z := a− ıb.

Zauważmy, że z = z oraz z ∗ z = |z|2. Mamy też

z + z

2
= ℜz i

z − z

2ı
= ℑz.

I jeszcze jedna ważna w lasność sprze֒żenia. Jeśli ⋄ ∈ {+,−, ∗, /} to

w ⋄ z = w ⋄ z.

Stosuja֒c indukcje֒, można ten wzór uogólnić w naste֒puja֒cy sposób. Jeśli
f(u1, u2, . . . , us) jest wyrażeniem arytmetycznym, gdzie uj sa֒ sta lymi lub
zmiennymi zespolonymi, to

f(u1, u2, . . . , us) = f(u1, u2, . . . , us).
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1.3 Wielomiany

Definicja 1.4 Wielomianem p nad cia lem K nazywamy funkcje֒ zmiennej z
o wartościach w ciele K dana֒ wzorem

p(z) :=
n

∑

j=0

ajz
j = a0 + a1z + · · · + anz

n,

gdzie aj ∈ K, 0 ≤ j ≤ n, an 6= 0, sa֒ wspó lczynnikami wielomianu. Liczbe֒ n
nazywamy stopniem wielomianu i oznaczamy

n = deg p.

(Przyjmujemy przy tym, że deg 0 = −∞.)

1.3.1 Algorytm Hornera

Każdy wielomian p(z) =
∑n

k=0
akz

k stopnia n ≥ 1 o wspó lczynnikach zespo-
lonych można podzielić przez dwumian z − ξ otrzymuja֒c

p(z) = q(z)(z − ξ) + η,

gdzie deg q = n − 1, a η ∈ C. Dodatkowo, jeśli p ma wspó lczynniki rzeczy-
wiste i ξ ∈ R, to q ma również wspó lczynniki rzeczywiste i η ∈ R.

Iloraz q oraz reszte֒ η z dzielenia można otrzymać stosuja֒c algorytm Hor-
nera:

{ bn := an;
for k := n− 1 downto 0 do bk := ak + ξ ∗ bk+1;

}

Wtedy q(z) =
∑n

k=1
bkz

k−1 oraz reszta η = b0.

1.3.2 Zasadnicze twierdzenie algebry

Dla wielomianów zespolonych prawdziwe jest naste֒puja֒ce ważne twierdzenie.

Twierdzenie 1.1 (Zasadnicze Twierdzenie Algebry)
Każdy wielomian zespolony p stopnia co najmniej pierwszego ma pierwiastek
zespolony, tzn. równanie p(z) = 0 ma rozwia֒zanie.



1.3. WIELOMIANY 11

Twierdzenie 1.1 mówi, że liczby zespolone C sa֒ cia lem algebraicznie do-
mknie֒tym. (Przypomnijmy, że liczby rzeczywiste R nie sa֒ algebraicznie do-
mknie֒te, bo np. równanie x2 + 1 = 0 nie ma rozwia֒zań w R.)

Konsekwencja֒ algebraicznej domknie֒tości C jest faktoryzacja (rozk lad)
wielomianu zespolonego na czynniki pierwszego stopnia. Dok ladniej, sto-
suja֒c n-krotnie zasadnicze twierdzenie algebry oraz fakt, że jeśli ξ jest pier-
wiastkiem wielomianu p to reszta z dzielenia p przez ( · − ξ) jest zerowa,
otrzymujemy rozk lad

p(z) = an(z − z1)(z − z2) · · · (z − zn), (1.4)

gdzie zj , 1 ≤ j ≤ n, sa֒ pierwiastkami p. Zak ladaja֒c, że tylko m pierwiastków
jest parami różnych (1 ≤ m ≤ n), możemy równoważnie napisać, że

p(z) = an(z − u1)
s1(z − u2)

s2 · · · (z − um)sm,

gdzie ui 6= uj o ile i 6= j, oraz
∑m

j=1
sj = n. Przy tym zapisie, sj nazywamy

krotnościa֒ pierwiastka uj .
Za lóżmy teraz, że wspó lczynniki wielomianu p sa֒ rzeczywiste, aj ∈ R,

0 ≤ j ≤ n. Za lóżmy też, że p(ξ) = 0 i ξ /∈ R. Wtedy ξ 6= ξ i

p(ξ) =
n

∑

j=0

ajξ
j

=
n

∑

j=0

ajξj =
n

∑

j=0

ajξj = 0 = 0,

tzn. jeśli ξ jest pierwiastkiem to także liczba sprze֒żona ξ jest pierwiastkiem;
obie wyste֒puja֒ w rozwinie֒ciu (1.4). Ale

(z − ξ)(z − ξ) = z2 − z(ξ + ξ) + ξξ = z2 − 2zℜξ + |ξ|2

jest trójmianem kwadratowym o wspó lczynnikach rzeczywistych. Sta֒d wnio-
sek, że wielomian rzeczywisty daje sie֒ roz lożyć na iloczyn czynników stopnia
co najwyżej drugiego.
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