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UWAGI.
(i) Poszczególne zadania należy oddawać na osobnych kartkach podpisanych imieniem i nazwiskiem.
(ii) Każde zadanie warte jest 5 punktów, niezależnie od stopnia trudności.

Zadanie 1. Wykaż, że dla dowolnego parametru rzeczywistego a 6= 0 równanie

z2 + a |z|+ a2 = 0

ma dwa różne, wzajemnie sprz ↪eżone pierwiastki zespolone.

Zadanie 2. Dana jest macierz

A =

 2 5 −4
0 −2 1
1 0 −1

 ∈ R3,3.

(i) Znajdź rz ↪ad, j ↪adro i obraz macierzy oraz ich wymiary,
(ii) Czy przekszta lcenie f : R3 7→ R3 zdefiniowane jako

f

 x1
x2
x3

 =

 2x1 + 5x2 − 4x3
−2x2 + x3
x1 − x3


jest izomorfizmem? Jeśli tak to znajdź wzór na izomorfizm odwrotny.

Zadanie 3. Niech Sn ⊂ Rn,n b ↪edzie przestrzeni ↪a macierzy symetrycznych. Wyznacz baz ↪e prze-
strzeni Tn takiej, że Sn ⊕ Tn = Rn,n. Znajdź wymiar i baz ↪e przestrzeni warstw modulo Sn.

Zadanie 4. Na przestrzeni R5 dane s ↪a funkcjona ly

s(~x) = x1 + x2 + x3 + x4, t(~x) = x2 + x3 + x4 + x5.

Znajdź baz ↪e podprzestrzeni Y ⊂ (R5)∗ takiej, że

(R5)∗ = span(s, t)⊕ Y.
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Zadanie 5. Dana jest macierz

A =


1 −2 3 1 −1
3 −6 13 7 −3
−2 2 −5 −3 0
−1 −2 −1 −3 −3

 .

Stosuj ↪ac eliminacj ↪e Gaussa wyznacz macierze permutacji P , trójk ↪atn ↪a doln ↪a L z jedynkami na
g lównej diagonali oraz trójk ↪atn ↪a górn ↪a R rozk ladu trójk ↪atno-trójk ↪atnego P ∗A = L ∗R.

Zadanie 6. Macierz ↪a przekszta lcenia liniowego f : R3 7→ P3
|R w bazach odpowiednio [~e1, ~e2, ~e3] i

[1, t, t2] jest

A =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 .

Znajdź, jeśli istnieje, baz ↪e B przestrzeni P3
|R tak ↪a, że macierz ↪a przekszta lcenia f w bazach odpo-

wiednio [~e2 + ~e3, ~e1 + ~e3, ~e1 + ~e2] oraz B jest identyczność I3.

Zadanie 7. Oblicz wyznacznik

detn




1 n n · · · n
n 2 n · · · n
n n 3 · · · n
...

...
...

. . .
...

n n n · · · n




dla dowolnej liczby naturalnej n ≥ 1.

Zadanie 8. Wykaż, że

(p, q) = 2p(−1)q(−1) + 2p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(−1)q(0) + p(0)q(−1) + p(−1)q(1) + p(1)q(−1)

jest iloczynem skalarnym w przestrzni P3
|R wielomianów rzeczywistych stopnia mniejszego niż 3.

Nast ↪epnie znajdź wielomian b ↪ed ↪acy rzutem prostopad lym (wzgl ↪edem danego iloczynu skalarnego)
wielomianu 1 + t + t2 na podprzestrzeń

Y = {p ∈ P3
|R : p(−1) + p(1) = 2p(0) }.


