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PRZYK LADOWE ROZWI ↪AZANIA ZADAŃ

Zadanie 1.
Obliczj ↪ac wyznacznik podanej macierzy w standardowy sposób otrzymujemy

ε6 − 2ε3 + 1 = (z − 1)2 gdzie z = ε3.

Musimy wi ↪ec rozwi ↪azać równanie (z − 1)2 = −1. Ponieważ −1 = ı2 to z − 1 = ±ı, czyli z =

1 ± ı = 2−1/2(cos(2kπ ± π/4) + ı sin(2kπ ± π/4)). Dostajemy wi ↪ec 6 różnych rozwi ↪azań ε =

2−1/6(cos(2k/3± 1/12)π) + ı sin(2k/3± 1/12)π), k = 0, 1, 2, albo w innym zapisie

ε =

(
1

2

)1/6(
cos

(
(8k ± 1)π

12

)
+ ı sin

(
(8k ± 1)π

12

))
dla k = 1, 2, 3.

Zadanie 2.
Niech ~v1 = [−1, 1,−2, 0]T , ~v2 = [4,−1, 2, 0]T , ~v3 = [−2, 2,−1, 0]T , ~u = [1, 1, 1, 1]T . Wówczas

~e1 =
1

3
~v1 +

1

3
~v2, ~e2 =

1

3
~v2 +

2

3
~v3, ~e3 = −2

3
~v1 +

1

3
~v3.

Ponieważ A ∗ ~vi = 3~u dla i = 1, 2, 3, wi ↪ec A ∗ ~e1 = 2~u, A ∗ ~e2 = 3~u, A ∗ ~e3 = ~u, czyli macierz A jest
postaci

A = [2~u, 3~u, ~u, ~z],

gdzie ~z ∈ R4 jest dowolnym wektorem.  Latwo też sprawdzić, że każda taka macierz spe lnia warunki
podane w treści zadania. Wobec tego

rz(A) = dim (span(~u, ~z)) ∈ {1, 2}.

Jeżeli ~x = [1,−1, 1, 0]T to ~x ∈ N (A) dla każdej takiej macierzy A. Jeżeli ~y = ~u to ~y ∈ R(A) dla
każdej takiej macierzy A.

Zadanie 3.
Wykonuj ↪ac operacje elementarne na wierszach (eliminacja Gaussa), sprowadzamy uk lad wyj́sciowy[

1 2 3 5
−1/2 0 1 1

]
do postaci [

1 0 −2 −2
0 1 5/2 7/2

]
.

(Wykonane operacje to: pomnożenie drugiego wiersza przez −2, dodanie go do pierwszego wiersza,
zamiana wierszy miejscami, podzielenie wiersza drugiego przez 2.) St ↪ad otrzymujemy{

x1 = −2 + 2x3
x2 = 7/2 − (5/2)x3
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Ogólne rozwi ↪azanie uk ladu jest zatem postacix1x2
x3

 =

 −2 + 2x3
7/2− (5/2)x3

x3

 =

−2
7/2
0

+

 2
−5/2

1

x3,
a st ↪ad ~x0 = [−2, 7/2, 0]T oraz Y0 = span([2,−5/2, 1]T ).

Zauważmy, że Y1 = span([4,−5, 2]T ) = span([2,−5/2, 1]T ) = Y0. Teraz trzeba tylko sprawdzić,
czy ~x1 może być rozwi ↪azaniem szczególnym uk ladu. Podstawiamy ~x1 do uk ladu i otrzymujemy{

λ + 5 = 5
−λ/2 + 1 = 1

Zatem ostatecznie, tylko dla λ = 0 mamy W (~x0,Y0) = W (~x1,Y1).

Zadanie 4.
Funkcjona ly s1, s2, s3 tworz ↪a baz ↪e przestrzeni (P3

|R)∗. (Jest to baza sprz ↪eżona do bazy P3
|R z lożonej

z wielomianów Lagrange odpowiadaj ↪acej punktom 1, 2, 3.) Z warunków zadania mamy

f(s1) = 1 + t, f(s2) = 1− t, f(s3) = 2.

Ponieważ (s1, s2, s3) jest baz ↪a, wi ↪ec obraz im(f) = span(f(s1), f(s2), f(s3)) = span(1, t). Zatem
baz ↪a obrazu f s ↪a np. wielomiany 1 i t. Wobec tego dim(kerf) = 3 − dim(imf) = 1. Skoro
f(s3− s1− s2) = 0, to baz ↪a j ↪adra f jest funkcjona l s = s3− s1− s2, tzn. s(p) = p(3)− p(1)− p(2).

Zadanie 5.
Szukamy rozk ladu trójk ↪atno-trójk ↪atnego macierzy

A =


1 2 −2 3
2 4 −5 3
−2 −4 7 18
1 2 10 −6
−3 −5 8 8

 .

Ponieważ należy rozwi ↪azać też uk lad równań A ∗ ~x = ~b dla ~b = [a, a, a, a, a, a]T , wygodniej b ↪edzie
przekszta lcać od razu macierz rozszerzon ↪a uk ladu:

[A|~b] =


1 2 −2 3 a
2 4 −5 3 a
−2 −4 7 18 a
1 2 10 −6 a
−3 −5 8 8 a

 .
Wykonuj ↪ac operacje na wierszach: w2 := w2−2w1, w3 := w3 +2w1, w4 := w4−w1, w5 := w5 +3w1

otrzymujemy macierz

[A1|~b1] =


1 2 −2 3 a
0 0 −1 −3 −a
0 0 3 24 3a
0 0 12 −9 0
0 1 2 17 4a
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oraz wektor eliminacji ~l1 = [0, 2,−2, 1,−3]T . Zamieniamy teraz wiersz drugi z pi ↪atym, otrzymuj ↪ac
macierz

[A
(1)
1 |~b

(1)
1 ] =


1 2 −2 3 a
0 1 2 17 4a
0 0 3 24 3a
0 0 12 −9 0
0 0 −1 −3 −a


oraz wektor eliminacji ~l

(1)
1 = [0,−3,−2, 1, 2]T . Ponieważ w drugiej kolumnie pod g lówn ↪a diagonal ↪a

s ↪a zera, mamy od razu ~l2 = [0, 0, 0, 0, 0]T oraz [A2|~b2] = [A
(1)
1 |~b

(1)
1 ]. Aby unikn ↪ać w wektorze

eliminacji u lamków, zamieniamy teraz wiersz trzeci z pi ↪atym, otrzymuj ↪ac macierz

[A
(1)
2 |~b

(1)
2 ] =


1 2 −2 3 a
0 1 2 17 4a
0 0 −1 −3 −a
0 0 12 −9 0
0 0 3 24 3a

 .
Poprzednie wektory eliminacji (w zasadzie tylko pierwszy) również ulegaj ↪a zmianie (permutacji

T3,5): ~l
(2)
1 = [0,−3, 2, 1,−2]T . Teraz wykonujemy eliminacj ↪e: w4 := w4 + 12w3, w5 := w5 + 3w3

dostaj ↪ac macierz

[A3|~b3] =


1 2 −2 3 a
0 1 2 17 4a
0 0 −1 −3 −a
0 0 0 −45 −12a
0 0 0 15 0


i wektor eliminacji ~l3 = [0, 0, 0,−12,−3]T . Aby ponownie unikn ↪ać u lamków, zamieniamy wiersze
czwarty z pi ↪atym, otrzymuj ↪ac macierz

[A
(1)
3 |~b

(1)
3 ] =


1 2 −2 3 a
0 1 2 17 4a
0 0 −1 −3 −a
0 0 0 15 0
0 0 0 −45 −12a


i wektor eliminacji ~l

(1)
3 = [0, 0, 0,−3,−12]T , ponownie zmianie ulegaj ↪a też poprzednie wektory

eliminacji (w zasadzie tylko pierwszy): ~l
(3)
1 = [0,−3, 2,−2, 1]T . Na koniec wykonujemy operacj ↪e:

w5 := w5 + 3w4, otrzymuj ↪ac

[A4|~b4] =


1 2 −2 3 a
0 1 2 17 4a
0 0 −1 −3 −a
0 0 0 15 0
0 0 0 0 −12a


i wektor eliminacji ~l4 = [0, 0, 0, 0,−3]T .

Ostatecznie otrzymujemy macierze

L = I5 + [~l
(3)
1 ,~l2,~l

(1)
3 ,~l4,~0] =


1 0 0 0 0
−3 1 0 0 0
2 0 1 0 0
−2 0 −3 1 0
1 0 −12 −3 1

 oraz R = A4 =


1 2 −2 3
0 1 2 17
0 0 −1 −3
0 0 0 15
0 0 0 0

 .
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Macierz permutacji wierszy otrzymujemy jako iloczyn

P = T4,5 ∗ T3,5 ∗ T2,5 =


1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

 .
Istotnie,  latwo sprawdzamy, że P ∗A = L ∗R.

Teraz na mocy tw. Kroneckera-Capelliego widzimy, że dla a 6= 0 uk lad jest sprzeczny. Jeżeli
a = 0, to z macierzy A4 odczytujemy, że uk lad posiada jedno rozwi ↪azanie ~x = [x1, x2, x3, x4]

T =
[0, 0, 0, 0]T .

Zadanie 6.
Macierz przekszta lcenia g podana w zadaniu dana jest wzorem G = B−1 ·g ·A. Niech M = E−1 ·f ·B
b ↪edzie macierz ↪a przekszta lcenia f w bazach standardowych B przestrzeni P3

|R i E = [1, t] przestrzeni

P2
|R. Mamy wi ↪ec

M =

[
1 1 1
0 −1 −1

]
.

Niech A = E ∗ C, gdzie

C =

[
−1 1
1 1

]
jest macierz ↪a zmiany bazy. Wówczas dla macierzy H b ↪ed ↪acej poszukiwan ↪a macierz ↪a przekszta lcenia
h mamy

H = B−1 · g ◦ f · B = (B−1 · g · A) ∗ (A−1 · f · B) = G ∗ ((E ∗ C)−1 · f · B) = G ∗ C−1 ∗M.

Odwracaj ↪ac macierz C otrzymujemy

C−1 =
1

2
·
[
−1 1
1 1

]
i ostatecznie

H =
1

2
·

 2 0
−1 1
1 1

 ∗ [−1 1
1 1

]
∗
[
1 1 1
0 −1 −1

]
=

−1 −2 −2
1 1 1
0 −1 −1

 .

Zadanie 7.
Zauważmy najpierw, że (det(A))2 = det(AT ) · det(A) = det(AT ∗ A). Jeśli teraz wektor ~a jest

prostopad ly do Y, tzn. ~aY = ~0, to AT ∗ A jest kwadratow ↪a macierz ↪a diagonaln ↪a z jedynkami na
g lównej przek ↪atnej poza wyrazem ostatnim, który wynosi ~aT ∗ ~a = ‖~a‖22. St ↪ad

|det(A)| =
(

1 · 1 · . . . · 1︸ ︷︷ ︸
n−1

·‖~a‖22
)1/2

= ‖~a‖2 = ‖~a− ~aY‖2.

Jeśli zaś ~a nie jest prostopad ly do Y to

det(A) = det([~q1, . . . , ~qn−1, (~a− ~aY) + ~aY ])

= det([~q1, . . . , ~qn−1,~a− ~aY ]) + det([~q1, . . . , ~qn−1,~aY ]).

Ponieważ rzut ~aY jest liniow ↪a kombinacj ↪a ~q1, . . . , ~qn−1 to drugi sk ladnik ostatniej sumy wynosi zero.
Z kolei pierwszy sk ladnik wynosi ‖~a − ~aY‖2, bowiem ~a − ~aY jest prostopad ly do Y. Ostatecznie
mamy det(A) = ‖~a− ~aY‖2, czyli tez ↪e zadania.
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Zadanie 8.
Niech P = [1, t, t2] b ↪edzie baz ↪a pot ↪egow ↪a przestrzeni wielomianów P3

|R. Wtedy dla

p(t) = (P ∗ ~a)(t) = a0 + a1t+ a2t
2, ~a = [a0, a1, a2]

T

mamy
‖p‖2 = 6a20 + 2a21 + 2a22 + 2a0a1 + 6a0a2 = ~aT ∗A ∗ ~a,

gdzie

A = (ai,j)
3
i,j=1 =

6 1 3
1 2 0
3 0 2


jest macierz ↪a formy kwadratowej h(p) = ‖p‖2 w bazie P i jednocześnie macierz ↪a odpowiedniej formy
dwuliniowej. Ponieważ, zgodnie z kryterium Sylwester’a, macierz ta jest dodatnio określona, forma
jest też dodatnio określona i odpowiedni iloczyn skalarny wynosi

(p, q) = ~aT ∗A ∗~b, p = P ∗ ~a, q = P ∗~b.

Rzut r wielomianu t2 na podprzestrzeń Y = span(1, t) wyraża si ↪e wzorem r = P ∗ ~c gdzie[
(1, 1) (1, t)
(t, 1) (t, t)

]
∗ ~c =

[
(1, t2)
(t, t2)

]
.

Wsp lczynniki macierzy i prawej strony tego uk ladu  latwo odczytać z macierzy A. Wobec tego, że
ai,j = (ti−1, tj−1), mamy [

6 1
1 2

]
∗ ~c =

[
3
0

]
.

St ↪ad ~c = [6/11,−3/11] i ostatecznie szukany rzut wynosi r(t) = 3(2− t)/11.


