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PRZYKLADOWE ROZWIAZANIA ZADAN

Zadanie 1.
Obliczjac wyznacznik podanej macierzy w standardowy sposéb otrzymujemy

28 1=(2-1)? gdzie z=¢3.

Musimy wiec rozwiazaé réwnanie (z — 1) = —1. Poniewaz —1 = 12 to z — 1 = 44, czyli z =
141 = 27Y2(cos(2km & m/4) + usin(2km & 7/4)). Dostajemy wiec 6 réznych rozwiazan & =
271/6(cos(2k/3 4 1/12)7) + 2sin(2k/3 + 1/12)7), k = 0,1, 2, albo w innym zapisie

1/6
o (1> (COS (M) +1sin ((Skﬂ)”» dla k=1,23.
2 12 12

Zadanie 2.

Niech @y = [~1,1,-2,0]7, @ = [4,—1,2,0]7, v3 = [-2,2,—1,0]7, @ = [1,1,1,1]T. Wéwczas
. q+1q . 14+24 . 24+14
€1 = <V — €9 = <V — Vs €3 = ——=0V —=v3.
1 3 1 3 2 2 3 2 3 3 3 3 1 3 3

Poniewaz Axv; = 3d dlai=1,2,3, wiec Axey = 2u, A*éy = 3u, Ax*¢e3 = U, czyli macierz A jest
postaci
A = |24, 3u, 4, 2],

gdzie 7 € R? jest dowolnym wektorem. Latwo tez sprawdzi¢, ze kazda taka macierz spelnia warunki
podane w treéci zadania. Wobec tego

rz(A) = dim (span(4, 2)) € {1, 2}.

Jezeli # = [1,-1,1,0]7 to ¥ € N(A) dla kazdej takiej macierzy A. Jezeli § = i to § € R(A) dla
kazdej takiej macierzy A.

Zadanie 3.
Wykonujac operacje elementarne na wierszach (eliminacja Gaussa), sprowadzamy uklad wyjsciowy

1 2 3|5
~1/2 0 1|1

10 —2| -2

0 1 5/2|7/2 |
(Wykonane operacje to: pomnozenie drugiego wiersza przez —2, dodanie go do pierwszego wiersza,
zamiana wierszy miejscami, podzielenie wiersza drugiego przez 2.) Stad otrzymujemy

r = -2 + 2x3
Tro = 7/2 - (5/2)1‘3
1

do postaci
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Ogolne rozwiazanie ukladu jest zatem postaci

X1 —2+ 223 -2 2
To| = 7/2 — (5/2)$3 = 7/2 + —5/2 xs,
T3 T3 0 1

a stad Zp = [~2,7/2,0]7 oraz Yy = span([2, —5/2,1]7).
Zauwazmy, ze V) = span([4, —5,2]T) = span([2, —5/2,1]T) = ). Teraz trzeba tylko sprawdzi¢,
czy Z1 moze by¢ rozwiazaniem szczegdlnym uktadu. Podstawiamy & do ukladu i otrzymujemy

A+ 5 =5
A2+ 1 =1

Zatem ostatecznie, tylko dla A = 0 mamy W (%o, Vo) = W (&1, ).

Zadanie 4.
Funkcjonaly s1, so, s3 tworza, baze przestrzeni (73|3R)*. (Jest to baza sprzezona do bazy 73|3R zlozonej

z wielomianéw Lagrange odpowiadajacej punktom 1,2,3.) Z warunkéw zadania mamy

f(81)21+t, f(32>:1_ta f(Sg):2

Poniewaz (s1, s2,s3) jest baza, wiec obraz im(f) = span(f(s1), f(s2), f(s3)) = span(1,t). Zatem
baza obrazu f sa np. wielomiany 1 i t. Wobec tego dim(kerf) = 3 — dim(imf) = 1. Skoro
f(s3 —s1—s2) =0, to baza jadra f jest funkcjonat s = s3 — s — s2, tzn. s(p) = p(3) —p(1) — p(2).

Zadanie 5.
Szukamy rozkladu tréjkatno-tréjkatnego macierzy

1 2 -2 3
2 4 -5 3

A=1| -2 —4 7 18
1 2 10 -6
-3 -5 8 8

Poniewaz nalezy rozwiazaé tez uklad réwnan A * Z = b dla b = [a,a,a,a,a,a]’, wygodniej bedzie
przeksztalcaé od razu macierz rozszerzona ukladu:

1 2 -2 3 |a
) 2 4 -5 3 |a
A= | -2 -4 7 18 |a
1 2 10 —6|a

-3 -5 8 8 |a

Wykonujac operacje na wierszach: wg := wg — 2wy, w3 1= w3 + 2w1, Wy := Wy — W1, Wy = Ws + 3w
otrzymujemy macierz

2 -2 3 a
0 -1 —-3|—-a
0 3 24| 3a
0 12 -9 0
1 2 17| 4a

s
=
S
=
|
SO OO
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oraz wektor eliminacji l_i =10,2,-2,1, —3]T. Zamieniamy teraz wiersz drugi z piatym, otrzymujac
macierz

12 -2 3|a
01 2 17| 4a
AVEO =10 0 3 24| 3a
00 12 —9]0
00 -1 —3|-a

oraz wektor eliminacji l111) = [0,-3,-2,1,2]7. Poniewaz w drugiej kolumnie pod gléwna diagonala

sa zera, mamy od razu ly = [0,0,0,0,0] oraz [A2|52] = [A§1)|l;§1)]. Aby uniknaé w wektorze
eliminacji utamkéw, zamieniamy teraz wiersz trzeci z piatym, otrzymujac macierz
1 2 -2 3 a
01 2 17| 4a
AYEN =10 0 -1 —3|—a
00 12 -9] 0
00 3 24| 3a

Poprzednie wektory eliminacji (w zasadzie tylko pierwszy) réwniez ulegaja zmianie (permutacji
T35): l112) =10,-3,2,1,-2]". Teraz wykonujemy eliminacje: wy := wy + 12ws3, ws := ws + 3ws
dostajac macierz

12 -2 3| a
01 2 17| 4a
[Aslbs] = | 0 0 =1 =3 | —a
00 0 —45|-12a
00 0 15| 0

i wektor eliminacji f;; = [0,0,0,—12,—3]T. Aby ponownie uniknaé¢ utamkéw, zamieniamy wiersze
czwarty z piatym, otrzymujac macierz

1 2 -2 3 a
01 2 17 4a
AYE =100 -1 -3 | —a
00 O 15 0
00 0 —45|-12a
i wektor eliminacji lgl) = [0,0,0,—3,—-12]7, ponownie zmianie ulegaja tez poprzednie wektory
eliminacji (w zasadzie tylko pierwszy): ljig) = [0,-3,2,-2,1]7. Na koniec wykonujemy operacje:
ws = ws + 3wy, otrzymujac
1 2 -2 3 a
. o1 2 17 4a
[A4|b4] = 00 -1 -3 —a
00 0 15 0
00 O 0 | —12a
i wektor eliminacji Iy = [0,0,0,0, —3]7.
Ostatecznie otrzymujemy macierze
1 0 O 0 0 1 2 -2 3
o 31 0 0 0 01 2 17
L=I+[® 50" 0,00=] 2 0 1 0 0| oraz R=A4=|0 0 -1 -3
-2 0 -3 1 0 0 0 0 15
1 0 —-12 -3 1 0 0 O 0
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Macierz permutacji wierszy otrzymujemy jako iloczyn

P = T4,5 * T3’5 * T275 =

OO OO
OO = OO
O = O OO
O O OO
OO OO

Istotnie, latwo sprawdzamy, ze P x A = L % R.

Teraz na mocy tw. Kroneckera-Capelliego widzimy, ze dla a # 0 uklad jest sprzeczny. Jezeli
a = 0, to z macierzy A4 odczytujemy, ze uklad posiada jedno rozwiazanie ¥ = [z1, xg,aﬁg,m]T =
[0,0,0,0]T.

Zadanie 6.
Macierz przeksztalcenia g podana w zadaniu dana jest wzorem G = B~!.g-A. Niech M = E~'. f.B
bedzie macierza przeksztalcenia f w bazach standardowych B przestrzeni 77|3R iE = [1,t] przestrzeni

77|2R. Mamy wiec

11 1
M:[O -1 —1]

=1 ]

jest macierza zmiany bazy. Wowczas dla macierzy H bedacej poszukiwana macierza przeksztalcenia
h mamy

H=Bl.gof - B=B1-g-A)«A1 - f-B)=G+x(E+xC)-f-B)=G+«CtxM.
Odwracajac macierz C' otrzymujemy
1 [-1 1
-1 _ *
=]

2 0 -1 -2 -2
=111 *[_1 1]*[1 ! 11]— 11 1
1 0 -1 -1

Niech A = E % C, gdzie

1 ostatecznie

Zadanie 7.
Zauwazmy najpierw, ze (det(A))? = det(AT) - det(A) = det(AT % A). Jesli teraz wektor @ jest

prostopadly do Y, tzn. @y = 0, to AT % A jest kwadratowa macierza diagonalng z jedynkami na,

gléwnej przekatnej poza wyrazem ostatnim, ktéry wynosi @’ * @ = ||a@||3. Stad

o2y 1/2 - oo
[det(A)] = (L1 ... 1llal3) "~ = [ld]l2 = [|@ - Gyl
n—1
Jesli za$ @ nie jest prostopadly do Y to
det(A) = det([(j‘lv ooy Qn—1, (6 - 5)2) + 6)7])
= det([qﬂ, o Gn1,0 — 63)]) + det([(j'l, ey 1, ﬁy])

Poniewaz rzut @y jest liniowa kombinacja qi, . . ., ¢h—1 to drugi sktadnik ostatniej sumy wynosi zero.
Z kolei pierwszy skladnik wynosi ||@ — dy||2, bowiem @ — @y jest prostopadly do ). Ostatecznie
mamy det(A) = ||@ — dyl|2, czyli teze zadania.



Zadanie 8.
Niech P = [1,t, t?] bedzie baza potegowa przestrzeni wielomianéw 73‘3R. Wtedy dla
p(t) = (P*a@)(t) = ao + a1t + ast®, @ = [ag,a1,a2]”
mamy
Ipll? = 6ad + 2a? + 2a3 + 2apa; + 6agag = a@' * A x*d,
gdzie
f 6 1 3
A= (aiyj)f,jzl =11 2 0
3 0 2

jest macierza formy kwadratowej h(p) = ||p||* w bazie P i jednoczesnie macierza odpowiedniej formy
dwuliniowej. Poniewaz, zgodnie z kryterium Sylwester’a, macierz ta jest dodatnio okreslona, forma
jest tez dodatnio okreslona i odpowiedni iloczyn skalarny wynosi

(p,q):c_iT*A*g, p:P*&’,q:P*g.

Rzut r wielomianu ¢? na podprzestrzeri ) = span(1,t) wyraza sic wzorem r = P * ¢ gdzie

Ly W], . [0
(t1 (o)™ (3]
Wsplezynniki macierzy i prawej strony tego ukladu latwo odczytaé z macierzy A. Wobec tego, ze

ajj = (t'=1,¢771), mamy
6 1], . 3
1 2177 Jo|-

Stad €= [6/11, —3/11] i ostatecznie szukany rzut wynosi r(t) = 3(2 — t)/11.



