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UWAGI.
(i) Poszczegdlne zadania nalezy oddawaé na osobnych kartkach podpisanych imieniem i nazwiskiem.
(11) Kazde zadanie warte jest 5 punktow, niezaleinie od stopnia trudnosci.

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczby zespolone ¢, dla ktérych wyznacznik macierzy

1 & g2
e 1 ¢
e e 1

wynosi —1.

Zadanie 2. ZnajdZ wszystkie macierze A € R** spelniajace zaleznogci
A*(—éi + € —253) :A*(4€1 —524—253) :A*(—2€1+2€2 —53) =3 (€1+€2+€3+€4).

Jaki moze by¢ rzad A? Czy istnieja wektory Z,7 € R*\ {0} takie, ze DLA WSZYSTKICH TAKICH A
mamy 7 € N(A) i g€ R(A)?

Zadanie 3. Przedstaw ogdlne rozwiazanie uktadu réwnan

1 4+ 222 + 33 = 5
—%331 + x3 = 1

jako warstwe W (Zp, Vo) w przestrzeni R3. Nastepnie rozstrzygnij czy istnieje parametr rzeczywisty

A, dla ktérego W (%o, Vo) = W (%1, 1), gdzie &1 = [\, 1,1]7 oraz Y1 = span ([4, -5, 2]T).

Zadanie 4. Dane sa funkcjonaty liniowe s1, s9, 83 € (73|3R)*,
si(p) =p(1), s20) =p(2), s3(0) =p(3), pEPR
Przeksztalcenie liniowe f : (79|3R)* — ’Pﬁi,L spetnia

fls1) =1+t f(s2)=1—1t, f(s3)=f(s1)+ f(s2)

Wyznacz bazy obrazu i jadra przeksztatcenia f.
1
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Zadanie 5. Niech A € R>* bedzie macierza ukladu réwnan liniowych

1 + 2x9 — 223 + 314 = a
201 4+ 4x9 — bxz3 + 34 = a
—2x1 — 4dxo + Trs + 18xz4 = a
1 + 2x9 4+ 103 — 64 = a
—3x1 — bz + 8rz3 4+ 8xry = a

Znajdz, jedli istnieja, macierze permutacji P € R>%, tréjkatna dolna L € RS z jedynkami na
gléwnej przekatnej oraz tréjkatna gérng R € R>*, WSZYSTKIE O WSPOLCZYNNIKACH CALKOWITYCH,
takie ze P x A = L x R. Nastepnie wyznacz wszystkie rozwiazania podanego ukladu w zaleznosci
od parametru a € R.

Zadanie 6. Niech f : P|3R — 73|2R bedzie przeksztalceniem liniowym okreslonym wzorem

(f(p)) () = tp(0) + (1 — £)p(1).

Niech dalej ¢ : P‘zR — 73|3R bedzie innym przeksztalceniem liniowym, ktérego macierz w bazach

A = [t —1,t+ 1] przestrzeni 73|2R i B = [1,t,t%] przestrzeni P|3R wynosi
2 0
G=1|-11
1 1

ZnajdZ macierz zlozenia h = g o f w bazie B (wyjsciowej i docelowej).

Zadanie 7. Niech Xjg = Rﬁ{ bedzie przestrzenia Euklidesowa ze zwyklym iloczynem skalarnym
(%,7)2 = &7 i/ i odpowiadajaca mu norma |||z = VZT x 7. Rozpatrzmy macierz
A=q,; - Gn—1,dl,
w ktérej wektory ¢; € R", 1 < j <n — 1, tworza UKLAD ORTONORMALNY. Wykaz, ze
|detn(A)| = [|a@ — ayll2,
gdzie @y jest rzutem ortogonalnym wektora @ na podprzestrzen Y = span(qi, @2, .. ., qn—1)-

Wskazowka. Rozpatrz najpierw szczegdlny przypadek, gdy @ jest ortogonalny do ). W ogdlnym
przypadku, skorzystaj z rozkladu @ = (@ — ay) + dy.

Zadanie 8. Wykaz, ze

Il = v/ p?(=1) + (p(0) + p(1))? + p*(0)
jest norma w przestrzeni wielomianéw X = P|3R generowang przez pewien iloczyn skalarny w

tej przestrzeni. Nastepnie znajdz rzut prostopadly wielomianu ¢? na podprzestrzen ) = span(1,t)
wzgledem tego iloczynu skalarnego.



