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Zadanie 1. Wykaż, że L∞([0, 1], L∞([0, 1])) 6= L∞([0, 1]× [0, 1]).

Zadanie 2. Niech Ω będzie obszarem ograniczonym z gładkim brzegiem. Załóżmy,
że u jest gładkim rozwiązaniem zagadnienia

ut −∆u = 0 w ]0,∞[×Ω, (1)

u = 0 na [0,∞[×∂Ω, u = u0 na {0} × Ω. (2)

Wykaż, że
‖u(t, · )‖L2(Ω) ≤ e−λ1t‖u0‖L2(Ω)

gdzie λ1 jest główną wartością własną operatora −∆ z zerowym warunkiem brzego-
wym Dirichleta na Ω.

Zadanie 3. Przypuśćmy, że Ω jest obszarem ograniczonym oraz 0 < T <∞. Niech
ponadto f ∈ L2([0, T ] × Ω) oraz u0 ∈ L2(Ω). Wykaż, że istnieje dokładnie jedno
słabe rozwiązanie u ∈ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2([0, T ], H1

0 (Ω)) zagadnienia

ut −∆u = f w ]0, T [×Ω, (3)

u = 0 na [0, T ]× ∂Ω, u = u0 na {0} × Ω. (4)

Zadanie 4. Przypuśćmy, że Ω jest obszarem ograniczonym, 0 < T < ∞ oraz
f ∈ L2([0, T ] × Ω). Wykaż, że jeśli u ∈ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2([0, T ], H1

0 (Ω)) jest
słabym rozwiązaniem zagadnienia (3,4) z u0 ∈ H1

0 (Ω) to u ∈ L∞([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩

L2([0, T ], H2(Ω)).

Zadanie 5. Przypuśćmy, że Ω jest obszarem ograniczonym z gładkim brzegiem,
0 < T < ∞. Wykaż, że jeśli u ∈ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ L2([0, T ], H1

0 (Ω)) jest sła-
bym rozwiązaniem zagadnienia (1,2) z warunkiem początkowym u0 ∈ L2(Ω), to
u ∈ C∞([δ, T ]× Ω) dla pewnego δ > 0.


