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Zadanie 1. Przekształcenie f : R3 → R2 jest dane wzorem

f(~x) = [x1 + x2, x2 + x3]T .

Wyznacz ker f oraz im f . Znajdź macierz f w bazach (~e1, ~e1 + ~e2, ~e1 + ~e2 + ~e3) oraz
(e1 + e2, e1 − e2).

Zadanie 2. Niech A = [aij ] ∈ Kn,n będzie macierzą odwracalną. Pokaż, że prze-
kształcenie f : Kn,n → Kn,n dane wzorem

f(X) = AX

jest izomorfizmem liniowym. Znajdź macierz f w bazie ~ei~e
T
j .

Zadanie 3. Znajdź macierz przekształcenia f : K[x]n → K[x]n danego wzorem
f(p) = p′ w bazie 1, x, . . . , xn.

Zadanie 4. Dla danej macierzy A ∈ Kn,n określamy przekształcenie fKn,n → Kn,n

wzorem
f(X) = AHXA.

Pokaz, że f jest bijekcją wtedy i tylko wtedy, gdy A jest odwracalna.

Zadanie 5. Macierzą przekształcenia liniowego f : R3 → R3 w bazie [1, 1, 1]T , [1, 2, 3]T , [1, 0, 1]T
jest 1 0 0

0 2 0
0 0 3

 .

Znajdź macierz f w bazie standardowej R3.

Zadanie 6. Znajdź bazę (R3)∗ = R3 dualną do ~e1, ~e1 + ~e2, ~e1 + ~e2 + ~e3. Znajdź
współrzędne funkcjonału ϕ ∈ (R3)∗ danego wzorem

ϕ(~x) = 6x1 − 2x2

w tej bazie.

Zadanie 7. Niech x0, . . . , xn będą różnymi punktami K. Rozważmy układ funkcjo-
nałów ϕ0, . . . , ϕn ∈ K[x]∗n danych wzorami

ϕk(p) = p(xk), k = 0, . . . n.



i) Znajdź bazę l0, . . . , ln przestrzeni K[x]n taką, że ϕ0, . . . , ϕn jest bazą dualną
do p0, . . . , pn. Bazę taką nazywa się bazą Lagrange’a dla punktów x0, . . . , xn.

ii) Znajdź współrzędne wielomianu p(x) = 12 + 2014x− 12x2 w bazie Lagrange’a
dla punktów −2, 0, 2.

Zadanie 8. Zidentyfikuj c∗c , gdzie cc jest podprzestrzenią RN złożoną z ciągów, któ-
rych prawie wszystkie wyrazy są równe 0.

Zadanie 9. Pokaż, że l2 = {(xn) ∈ RN :
∑∞

n=1 |xn|2 <∞} jest przestrzenią euklide-
sową z iloczynem skalarnym

〈(xn), (yn)〉 =
∞∑

n=1
xnyn.

Znajdź rzut ortogonalny wektora e1 = (1, 0, 0, . . .) ∈ l2 na podprzestrzeń span((2−n))⊥.


