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Uwaga. We wszystkich zadaniach z tej serii:

• Br(x) oznacza domkniętą kulę o środku w x ∈ Rn i promieniu r,

• E jest zbiorem o lokalnie skończonym obwodzie w Rn.

Zadanie 1. Niech H będzie ośrodkową przestrzenią Hilberta. Przypuśćmy, że funk-
cjonał F : H →]−∞,∞] jest wypukły i półciągły z dołu oraz F 6≡ +∞. Wykaż, że
F szacuje się z dołu przez funkcję afiniczną oraz F ∗ 6≡ +∞.

Zadanie 2 (Wniosek 1, s. 203 w [EG]). Niech x ∈ ∂∗E. Oznaczmy

H−(x) = {y ∈ Rn : (y − x) · νE(x) ≤ 0},

H+(x) = {y ∈ Rn : (y − x) · νE(x) ≥ 0}.

Wykaż, że

• limr→0+
Ln(H+(x)∩Br(x)∩E)

rn = 0,

• limr→0+
Ln(H−(x)∩Br(x)\E)

rn = 0,

• limr→0+
|D1E |(Br(x))

ωn−1rn−1 = 1,

gdzie ωn−1 to miara kuli jednostkowej w Rn−1.

Zadanie 3 (Lemat 3, s. 204 w [EG]). Wykaż, że istnieje stała C > 0 zależna
tylko od n taka, że

Hn−1(B) ≤ C|D1E |(B)

dla każdego borelowskiego B ⊂ ∂∗E.

Zadanie 4 (Twierdzenie 2, s. 205 w [EG]). Wykaż, że

• ∂∗E = N ∪
⋃∞

k=1Kk, gdzie |D1E |(N) = 0, a Kk jest zwartym podzbiorem
hiperpowierzchni Sk klasy C1, k = 1, 2, . . .,

• νE
∣∣∣
Kk

jest wektorem normalnym do Sk,

• |D1E | = Hn−1 ¬ ∂∗E.



Zadanie 5 (Lemat 3, s. 208 w [EG]). Oznaczmy

∂∗E =
{
x ∈ Rn : lim inf

r→0+

Ln(Br(x) ∩ E)
Ln(Br(x)) > 0, lim sup

r→0+

Ln(Br(x) ∩ E)
Ln(Br(x)) < 1

}
,

∂ 1
2
E =

{
x ∈ Rn : lim

r→0+

Ln(Br(x) ∩ E)
Ln(Br(x)) = 1

2

}
.

Wykaż, że

• ∂∗E ⊂ ∂ 1
2
E ⊂ ∂∗E,

• Hn−1(∂∗E \ ∂∗E) = 0.


